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DISCOURS PRÉLIMINAIRE. 


Le Cours que j’entreprends aujourd’hui a poiu’ 
objet diverses questions où l’on emploie la théorie 
des surfaces. C’est la Géométrie considérée au point 
de vue de la Physique mathématique, une géomé- 
trie spéciale et nouvelle, que je vais essayer de dé- 
finir. 

Il ne s’agit plus d’étudier les propriétés d’une ligne, 
ou d’une trajectoire, plane ou à double courbure; 
ni celles de la surface qui limite un corps, et des 
lignes tracées sur cette surface individuelle. Il faut 
considérer à la fois, dans l’espace, ou dans l’étendue 
à trois dimensions, soit une famille de surfaces, réu- 
nies par une propriété commune, soit plusieurs fa- 
milles découpant un volume en polyèdres ciu-v' 
lignes. 

Toutes les branches des Mathématiques apj)liquées 
s’accordent pour réclamer cette nouvelle étude, cette 
extension de la Géométrie transcendante. Une revue 
rapide de ces diverses branches mettra ce fait hors de 
doute. 

Lorsqu’un fiuide est en équilibre, à chaque point 
correspond une pression, qui s’exerce normalement, 
et avec la même intensité, sur tous les éléments-plans 
dont ce point fait partie. La même pression appar- 
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tient à tous les points d’une certaine surface, qu’oii 
appelle surface de niveau, et qui jouit de la propriété 
d’être partout normale à la résultante des forces ex- 
térieures, pesanteur, actions capillaires, ou autres. 
L’espace occupé par Iç fluide est le lieu géométrique 
d’une infinité de surfaces semblables, lesquelles com- 
posent une famille de surfaces de niveau. La science 
de l’Hydrostatique a pour objet de déterminer la 
fonne de ces surfaces, et la loi qui régit la variation 
de la pression, lorsqu’on passe d’une de ces surfaces 
à une autre. 

D’après la loi de l’attraction universelle, si, pour 
chaque point de l’espace, on compose la somme des 
masses de toutes les molécules matérielles de l’univers, 
respectivement divisées par leurs distances à ce point, 
on obtient la fonction qui a reçu le nom de potentiel, et 
dont la dérivée partielle, suivant une direction quel- 
conque, donne la composante, suivant cette même 
direction, de la résultante des attractions exercées sur 
le point considéré. Le potentiel a la même valeur pour 
tous les points d’une certaine surface, qu’on appelle 
encore surface de niveau, et qui jouit pareillement de 
la propriété d’être partout normale à la résultante des 
attractions. L’espace est le lieu géométrique d’une 
infinité de surfaces de même nature, lesquelles compo- 
■sent une famille de surfaces d’égal potentiel, et dont 
la considération éclaircit singidiérement l’énoncé, et 
la solution d’un grand nombre de problèmes de la 
mécanique céleste. 

Dans la théorie analyti(|iie de la chaleur, loi’s de 
l’état statique, la températiin' est stationnaire en 
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chaque point du corps solide homogène que l’on con- 
sidère. Cette température a la même valeur pour tous 
les jx)ints d’une certaine surface, qu’on appelle sur- 
face isotherme. Le volume du corps est le lieu géomé- 
trique d’une infinité de surfaces semblables, lesquelles 
composent une famille de surfaces isothermes, et dont 
la considération peut simplifier beaucoup la recherche 
qu’on a en vue. Par exemple, si le solide constitue 
une enveloppe, dont les deux parois sont entretenues 
à des températures fixes, connues et différentes, le 
problème à résoudre consiste à trouver l’équation 
générale, et le paramétre thermométrique, de la fa- 
mille de surfaces isothermes qui comprend les deux 
parois, et la température varie, dans l’intérieur du 
corps, proportionnellement au paramétre trouvé. 

Si l’hydrostatique et la théorie du potentiel ont 
introduit les familles des surfaces de niveau, la théo- 
rie de la chaleur celles des surfaces isothermes, la 
théorie de la lumière celles des surfaces d’ondes; 
c’est la théorie mathématique de l’équilibre d’élasticité 
des corps solides, qui a introduit la considération de 
trois familles conjuguées et orthogonales. 

En effet : il résulte de cette théorie qu’en chaque 
point d’un solide en équilibre d’élasticité, il existe 
toujours trois éléments-plans rectangulaires, que les 
forces élastiques sollicitent normalement, taudis que 
tous les autres éléments, au même point, peuvent 
iréprouver que des tractions ou des pressions obli- 
ques. Si donc ou considère à la fois les trois éléments- 
plans sollicités normalement, qui correspondent à tous 
les points du soliile, cl dont les positions \ arieul d’une 
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manière continue, tous ces triples éléments pourront 
former, de proche en proclie, trois familles de sur- 
faces orthogonales, composant ce qu’on appelle un 
système isostatique, et qui jouissent de la propriété 
fondamentale d’étre seules sollicitées normalement 
par les forces élastiques. 

Dans tout système isostatique, chacune des trois 
familles de surfaces conjuguées a son paramètre, cons- 
tant pour chaque surface, variable d’une surface à une 
autre. Les trois paramétres forment évidemment un 
système de coordonnées, car en leur donnant des 
valeurs particulières, elles appartiennent à trois sur- 
faces individuelles, qui se coupent orthogonalemeiit 
en un point, lequel est complètement détemiiné par 
ces valeui's. De là est venue l’idée des coordonnées 
curvilignes, dont l'emploi est indispensable quand on 
veut traiter des corps de formes données, dans les 
diverses branches de la Physique mathématique. 

En effet ; dans toutes ces branches, il s’agit tou- 
joui’S d’intégrer, ou de déterminer, une ou plusieui's 
fonctions qui doivent vérifier une ou plîisieni*s équa- 
tions aux différences partielles du second ordre, 
exprimant les lois physiques qui régissent les fonctions 
dont il s’agit. Et, en outre, ces fonctions, ou leurs in- 
tégrales générales, doivent vérifier d’autr(\s équations 
aux différences partielles du premier ordre, pour tous 
les points appartenant à la surface qui limite le corps 
fpie l’on veut traiter. 

Or, ce problème de double intégration serait com- 
plètement inabordable, si l’on ne parvenait pas à rap- 
porter les points du corps, à un système de coordon- 
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lu-cs U“I (|iie la surface, ou les diverses parties qui la 
composent, soient exprimées par une de ces coordon- 
nées égalée à une constante. C'est ainsi qu’on a pu 
traiter : le prisme rectangle à l’aide des coordon- 
nées rectilignes; le cylindre droit par les coordonnées 
polaires; la sphère à l’aide des coordonnées sphéri- 
ipies; l’ellipsoïde par les coordonnées elliptiipies. 

Dans la théorie de l’attraction, la fonction est le po- 
tentiel ; dans celle de la chaleur, c’est la température. 
L’équation générale aux différences partielles du se- 
cond ordre, est la même pour les deux théories, quand 
on ne considère que l’état statique. De là résidte que 
les paramètres des surfaces d’égal potentiel, et ceux 
des surfaces isothermes, obéissent aux mêmes condi- 
tions géométriques. C’est-à-dire que ces deux classes 
de surfaces se siq>erposeiit comjilétement , ou n’en 
forment qu’une seule. (Coïncidence remarquable, qui 
rapproche les deux théories, à tel point, qu’en résol- 
vant analytiquement certaine question particulière, 
chez l’une, on a immédiatement la solution d’une 
question correspondante, chez l’autre. 

Ainsi, la théorie du potentiel se balance entre deux 
analogies : l’une avec l’bydrostatique, qui lui a donné 
la définition des surfaces de niveau; l’autre avec la 
ihéorie de la chaleur, dont elle peut s’approprier 
toutes les familles de surfaces. La première analogi(' 
re|)ose sur une propriété mécanique commuue, la 
■secoiule sur l’identité des formules analytiques; et 
cette dernière est certainement la plus utile, puis- 
<pi’il s’agit d’intégrations. 

Dans la théorie maibématitpu' de réquilibri' d’élas- 
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ticilé des milieux solides, il y a trois fonctions, repré- 
sentant les projections du déplacement moléculaire, 
et trois écpiations aux différences partielles du second 
ordre, qui régissent simultanément ces trois fonctions. 

I^s systèmes isostatiques correspondants ne pa- 
raissent assujettis à aucune autre condition essen- 
tielle, que celle de rorthogonalité des trois familles 
de surfaces qui les composent. Mais, à chacune des 
trois fonctions, correspond une certaine famille de 
surfaces d’égale intensité. Et ces nouvelles familles, 
ou leurs paramètres, sont régis [>ar une équation aux 
différences partielles du quatrième ordre, présentant 
cette identité, en quelque sorte composée, avec l’é- 
quation unique qui régit le potentiel et le paramètn’ 
thermométrique, qu’il suffit de doubler l’ensemble des 
opérations différentielles donnant cette dernière, pour 
obtenir la première. 

Nouveau rapprochement qui fait entrevoir l’avène- 
ment futur d’une science rationnelle unique, embras- 
sant, par les mêmes formules, les trois branches des 
mathématiques appliquées, que je viens de définir, 
et, en outre, la théorie des ondes sonores et celle des 
ondes lumineuses, qui ne sont autres que la théorie 
générale de l’élasticité dans l’état dy namique. 

Ces considérations me paraissent établir, et même 
démontrer, rim|)ortance, ou plutôt la nécessité cl’une 
étude spéciale des familles de surfaces et des systèmes 
orthogonaux. Cette étude constitue en quelque sorte 
line nouvelle branche de la (léométrie analytique : 
après ct‘lle des ligiu‘s droites ou eourhes, après celh' 
des plans ou des surfaces individuelles, vient néces- 
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sairement rétiide des volumes, ou de rétendue à trois 
dimensions, découpée en éléments de formes diverses, 
suivant l’objet spécial que l’on se propose. 

A ces diverses branches de la géométrie analytique, 
correspondent les diverses parties du Calcul intégral. 
L’intégration des équations différentielles ordinaires, 
ou des fonctions d’une seule variable, c’est l’étude* 
classique des courbes planes, et à doubles courbures. 
L’intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de deux variables seulement, c’est l’é- 
lude des surfaces individuelles, ou l’analyse appliquée 
de Monge, complétée par des travaux nombreux, de 
Gauss, de Lion ville , et d’autres géomètres. En6n , 
l’intégration des équations aux différences partielles 
des fonctions de trois variables, correspond à l’étude, 
qui fera l’objet dii cours actuel, des surfaces réunies 
en familles, des surfaces isothermes, des surfaces de 
niveau, des surfaces d’ondes, des surfaces isostatiques 
ou orthogonales. 

C’est pour étendre les cas d’intégration des fonctions 
de plusieurs variables, qui se présentent en physique 
mathématique, que cette dernière théorie a été ima- 
ginée. Son but était donc purement analytique. Aussi 
est-ce par l’analyse que les propriétés qui la compo- 
sent ont été découvertes. Celles de ces propriétés qui 
peuvent s’énoncer dans le langage de la géométrie 
pure, ont ensuite été établies direclement, avec plus 
ou moins de simplicité ou d’élégance. Mais ces pro- 
cédés d’après coup ne doivent être considérés que 
comme de pures vérifications. L’invention ne leur 
appartient pas; ils la inascpient ou la déguisent, à la 
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manière stéiile des anciens, et des géomètres du 
XVII* siècle. 

Toutefois, parmi les propriétés des systèmes orllio- 
gonanx, il en est une, qui avait été découverte anté- 
rieurement par M. Ch. Dupin, et qui consiste en ce 
«pie, deux des familh's «le surfaces conjuguées tra- 
cent, sur cluupie surface «le la troisième famille, 
toutes ses lignes de courbure. Cette belle propriété, 
reconnue par un trait «le génie, est sans doute la pre- 
mière et la plus importante. T«}ut«*s les autres en sont 
pour ainsi dire b'S consi-quences «lifféreutielles. Mais- 
leur «lé«luction exige l’emploi de la méthode analy- 
tique qui les a signalé«ïs. Et ce sont précisément ci's 
c«)nséquences seujes, «pii répondent «lirectement aux 
«piestions «le physique mathématique qu’il fallait ré- 
soudre. 

.S il s’agissait d’une science où tout serait «h-cou- 
vert, «)ii pourrait substituer partout, sans inconvé- 
nient, sinon avec avantage, des vérifications géomé- 
triqm's aux «lémonstrations analytiques et jtrimitives. 
Mais il reste encore h«*aucoup à chercher, une mul- 
titude «le points à t-claircir, et même une nouvelle 
scit'uce à éilifier. Omservons d«)uc av«‘c soin la mé- 
tho«le «rinventi«)n, «pii, ayant fait s«'s preuves, est 
seule capable trah«)r«ler h-s «lernières «lifficultés. 

En effet, les familh-s «le surfaces, consi«lérées is«>- 
léiiH'ut «)u par ass«)ciatiou, «'■claircissent inc«)utestahle- 
iiH'iit l’état statique, dans les div«‘rses branches «le la 
physi«pie matlu'-matique, tel que r«‘«piilihre «h-s tem- 
pératim-s dans les c«»rps soli«les, «ui l’écpiilibn- «l’élas- 
ticité «lans les milieux pondérables. Mais, jxuir étu- 
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(lier avec siicct-s, el defiiiii’ completeiuent l’état 
dynamique, il faudrait considérer les variations des 
surfaces conjuguées, leurs transformations succes- 
sives, savoir comment se modifient les surfaces iso- 
thermes, les surfaces isostatiqiu's, d'un instant au 
suivant. 

Nouvelle étude, qui éclaircirait el compléterait : la 
phqiart des |)rol)lémes de la mécanique céleste; 
toute rindrodMiamiqiie; la propagation des ondes à 
la surface dt's liquides; celle des ondes sonores ou 
l’acoustique; celle des ondes lumineuses ou la théo- 
rie de la lumière; enfin les lois de réchauffement et 
du refroidissement des milieux pondérables. 

C’est toute une (piatriéme branche de la gé'ométrie 
transcendante , à peine entrevue, à peine ébauchée, 
qu’il faudra crt'-er, avant que la physicjue mathéma- 
tique, aujourd’hui stationnaire, puisse faire des pro- 
grès nouveaux et définitifs Et cette branche corres- 
pondra à l’intégration des équations aux différences 
partielles d(^s fonctions de quatre variables, des coor- 
données et du temps. 

On ne stuirait trop insister sur cette correspon- 
dance, entre deux branches, l’une de la haute gi’-o- 
métrie, l’autre de l’analyse infinitésimale. Elles se 
proposent un même but, qu’elles atteignent en res- 
tant unies, (ai travaillant constamment de conserve; 
mais, dont elles s’éloigneraient à jamais, en se sépa- 
rant, pour s’occuper de recherches divergentes. 

Quand on médite sur l’iiistoire des mathématiques 
appliquées, on est effectivement conduit à attribuer 
leurs principales découvertes, leurs progrès les plus 
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décisifs, à l’association de l’analyse et de la géomé- 
trie. Et les travaux, que produit l’emploi exclusif de 
chacun de ces instruments, apparaissent alors comme 
des préparations, des perfectionnements, en atten- 
dant l’époque qui sera fécondée par leur réunion. 

Puisqu’il s'agit ici d’un Cours de Physique mathé- 
matique, destiné à répandre la connaissance de cette 
science, à faciliter les nouvelles recherches, à indi- 
quer les progrès qu’elle réclame, je regarde comme un 
devoir, de respecter l’association créatrice de l’ana- 
lyse et de la géométrie, lorsque j’exposerai la théorie 
des surfaces orthogonales; de n’avoir recours à la 
géométrie seule, que pour énoncer, d’une manière 
claire et précise, les résultats obtenus; de conserver, 
enfin, une méthode d’invention, qui est loin d’avoir 
dit son dernier mot. 

La Géométrie pure a certainement la puissance de 
faire des découvertes sur son propre terrain, comme 
le témoignent, si abondamment, les travaux des 
Dupin, des Poncelet, des Chasles, des Steiner, et de 
leurs nombreux élèves. Admirons ces belles recher- 
ches; cédons parfois à l’attrait qu’elles offrent, en 
nous essayant sur les mêmes sujets. Mais, si un grand 
nombre des résultats, ainsi obtenus, ont été utilisés 
dans les sciences d’application , gardons-nous cepen- 
dant de croire à une omnipotence de la géométrie 
seule, qui n’existe pas, et que l’histoire de la science 
dément. 

Trop éblouis par la simplicité, la lucidité, l’élé- 
gance de certaines démonstrations purement géomé- 
triques, ne lessulistituonspas partout, en mécanique. 
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«'H j)hvsi(|iie niallicinatitiiu*, aux mélho<lt's analy- 
tiques qui oui véritablement signalé les tbéoréiiu's 
énoncés, et qui, bien présentées, sont aussi simples, 
aussi lucides, aussi élégantes, et ont de plus le mérite 
de l’invention. 

Après avoir établi la nécessité d’introduire une 
‘nouvelle branche de la géométrie transcendante, et 
justifié l’emploi de la méthode analytique dans l’en- 
seignement de cette science, il me reste à indiquer, 
succinctement, l’ordre des matières qui composeront 
le Cours actuel. Quelques détails préliminaires sont 
indispensables pour tracer ce programme. 

Dans tout système orthogonal, outre les trois para- 
mètres des surfaces conjuguées, qui sont les coor- 
données curvilignes, il y a lieu d’introduire trois au- 
tres quantités, ou coefficients, dont la considération 
est nécessaire, pour la complète définition du système. 
Isolons une des familles, deux de ses surfaces infini- 
ment voisines, et la valeur du paramètre qui appar- 
tient à l’une d’elles. Généralement, ces deux surfaces 
ne sont f>as partout également distantes, et l’épaisseur 
de la couche, qu’elles comprennent, varie d’une nor- 
male à une autre. Si donc on divise l’accroissement 
constant du paramètre, par cette épaisseur, ce rajv 
port sera variable, non-seulement d’une couche à une 
autre, mais aussi dans toute l’étendue d’une même 
couche. 

Je désigne ce rapport sous le nom de paramètre 
différentiel de la famille de surfaces considérée. Les 
paramètres différentiels des trois familles de surfaces 
conjuguées sont les quantités, ou les coefficients, qui 
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parliculariscnl le syslèiiu* orlliojjonal. Ils sont, en 
général, fonction des trois coortionnées curvilignes. 
El, les formules de transformation, les courbures des 
surfaces, s’expriment à l’aide de ces fonctions, et de 
leurs premières dérivées. 

l.orsqii’une des fainillt's conjuguées doit être d’une 
certaine classe, ou qu’elle doit obéira des conditions 
géométriques particulières, ces conditions se tradui- 
sent analytiquement par une certaine relation entre 
les paramétres différentiels. Par exenq)le, si cette fa- 
mille doit se composer de surfaces isothermes, et qu’on 
adopte le paramètre ihermométriqne pour la coor- 
donnée curviligne qui lui correspond, son paramètre 
différentiel, divisé par le produit d<>s paramètres diffé- 
rentiels des deux autres familles, doit donner un rap- 
port indépendant de la coordonnée tbermométrique, 
ou qui ne soit fonction que des deux autres coor- 
ilonnées. Ia forme même de cette relation, (;t des re- 
lations analogues qui caractériseraient des familles 
de surfaces de nature différente, fait bien voir qu’il 
s’agit ici d’une géométrie analytique tout autre que 
celle de Monge. 

Les trois paramètres différentiels, dans tout système 
isostatique, sont loin d’être indépendants. Car la con- 
dition de l’orthogonalité, traduite analytic[uement, 
conduit à six équations aux différences partielles du 
second ordre, simultanées et non linéaires, que ces 
fonctions doivent vérifier. 

Ces six équations aux différences partielles forment, 
en quelque sorte, le principe, on la base, de la théorie 
des surfaces orthogonales, ou des coordonnées cnr- 
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viligiies. Traduites géomélriquemeiit, elles expriment 
les lois qui régissent les courbures des surfaces con- 
juguées, et leurs variations. Et c’est en les intégrant 
dans des cas particuliers, ou avec l’adjonction de 
conditions nouvelles ou simplifiantes, que l’on est 
parvenu à résoudre des questions importantes pour 
les Mathématiques appliquées. 

Il me sera facile, maintenant, de définir la première 
partie du Cours, ou la partie théorique. Elle com- 
prendra, ou établira : i° les formules qui servent à 
passer des coordonnées rectilignes à des coordonnées 
curvilignes quelconques (I" et III* leçons); les 
expressions des courbures des surfaces conjuguées et 
de leurs intersections, à l’aide des paramétres diffé- 
rentiels et de leurs premières dérivées (II* et IV* le- 
çons); 3" les équations aux différences partielles qui 
régissentles paramétresdifférentiels, etleur traduction 
géométrique, ou les lois des variations des courbures 
(V* leçon). 

Pour donner un exemple de la marche à suivre, 
dans l’intégration des équations précédentes, lors- 
qu’on se propose de déterminer un système ortho- 
gonal, satisfaisant à des conditions données, j’expose- 
rai la méthode de recherche qui m’a réellement con- 
duit aux coordonnées elliptiques (VI*, VII®, et VIII® 
leçons). 

applications commenceront par la transforma- 
tion, en coordonnées curvilignes , des équations du 
mouvement d’un point matériel. Ce sujet, déjà traité 
dans une thèse remarquable, par M. le professeur 
Guiraudet, conduit à la généralisation de la théorie 

h 
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des mouveuients relatifs, due à Coriolis. L’emploi des 
équations transformées, dans le cas d'un potentiel 
cylindrique, donne lieu à des conséquences nouvelles 
sur le travail des forces (IX' et X* leçons). 

Les potentiels cylindriques, linéaires et angulaires, 
formant une infinité de systèmes orthogonaux triple- 
ment isothermes, je donnerai la solution générale du 
problème de l’équilibre des températures dans tous 
ces systèmes; et je considérerai, particuliérement, le 
système cylindrique bi-circulaire, et celui des lem- 
niscates (XI*, XII* et XIII* leçons). 

J’appliquerai les coordonnées curvilignes, aux trans- 
formations, conique et cylindrique, des systèmes or- 
thogonaux, par rayons vecteurs réciproques; lesquelles 
donnent la solution du problème des températures 
stationnaires pour les systèmes transfoniiés, lorsqu’on 
la connaît pour les systèmes primitifs (XIV* leçon). 

I.,a dernière partie du Cours sera consacrée à la 
théorie mathématique de l’élasticité. Elle comprendra : 

la transformation, en coordonnées curvilignes, des 
équations de cette tliéorie, la loi des surfaces isosta- 
tiques, et son application à la résistance des parois 
sphériques, cylindriques, ou planes (XV* et XVI* le- 
çons); a® la solution complète du problème de l’équi- 
libre d’élasticité des enveloppes sphériques, comme 
exemple de la marche à suivre, dans l'intégration des 
équations générales (XVll*, XVIll' et XIX* leçons); 
3® enfin, l’examen des princip<*s qui doivent servir 
de hase à la théorie de l’élasticité (XX* leçon). 
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Définition d'uno fonction-do-poinL et de sca paramètres diRêrcnticIs . — 
Problème général dos surfaces orthogonales, ou des coordonnées curvi- 
lignes. — Relations primitives. — Caractères et définitions des fonctions 


^ 1 - 

DÉFINITION DUNE FONCTION- DE -l>OINT. 

.l’appollprai fonction-ilc-poinl, toulc quaiitilé qui a une 
valeur délcrminée et particulière, eu chaque point d’un 
espace limité ou indéfini; laquelle valeur change d’un 
pointa un autre. Cette quantité , ou cette fonction-de-poiiu, 
.sera évidemment exprimable à l’aide d’un système de coor- 
données quelconques, rectilignes ou curvilignes. 

J’admettrai que cette quantité varie d’une manière con- 
tinue, lors même qu'elle n’aurait de valeurs assignables que 
pour des points disséminés , et non contigus , tels que nous 
imaginons que doivent être réunies les molécules maté- 
rielles des milieux pondérables. On conçoit, en ellct, que 
l’interpolation puisse déterminer une fonction, reprotlui- 
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saut pour cliaruii des points matérifis existants la valeur 
qui lui appartient. Ce sera alors cette fonction inlerpolairc 
qui représentera la fonction-de-point 5 elle sera nécessaire- 
ment continue, car elle donnera aussi des valeurs pour les 
points géométriques intermédiaires. D’ailleurs, quand on 
l'introduira dans les sommations de la plivsi(|ue mathéma- 
tique . elle s’y trouvera toujours accompagnée d’un facteur 
analogue à la masse; ce qui écartera l’influence des points 
géométriques, pour lesquels le facteur sera nul. 

D’après la défînition qui précède, le potentiel dans la 
mécanique céleste, la pression dans un fluide en repos, la 
température dans un solide en équilibre de chaleur, appar- 
tiennent à la classe des fonctions-de-point. 

Line fonction-de-point égalée à une constante, peut re- 
présenter une famille de surfaces, dont cette constante est 
le paramètre. Ou, autrement , le paramètre de toute famille 
de surfaces est une fonction-de-point. Dans l’un ou l’autre 
ras, chaque surface individuelle est le lieu géométrique des 
points de l'espace, pour Icstjuels la fonction a une même 
valeur. S’il s’agit du potentiel, ou de la pression d’un fluide, 
on a une famille de surfaces de niveau; s’il s’agit delà tem- 
pérature, une famille de surfaces isothermes. 

line fonction de trois coordonnées et du temps f , donne 
à chaque instant une nouvelle famille de surfaces, ou une 
fonction-de-point nouvelle, que l’on peut étudier isolé- 
ment en regardant t comme constant. .Mais, une équation 
entre les coordonnées et le temps a une tout autre signifi- 
cation : elle représente une famille de surfaces d’ondes, dont 
t est le paramètre; alors le temps lui-même est une fonction- 
de-point, fixe et déterminée. 

Au point de vue de la géométrie, une certaine fonction- 
de-point particularise l’étendue à trois dimensions, comme 
une certaine surface, on comme nnc certaine courbe, par- 
ticularisent l’étendue à deux dimensions, ou h une seule 
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(iiinension. De même que la surface, de même que la 
courbe, la fonction-de-point peut être indiflëremment rap- 
portée à une infinité de systèmes coordonnés différents. 
Mais, en chaque point de la courbe, la direction de la tan- 
gente, et la grandeur de la courbure simple ou double, en 
chaque point delà surface, l'orientation du plan langent, 
les directions des lignes de courbure, et la grandeur de la 
courbure sphérique , sont complètement indépendantes du 
système de coordonnées, auquel la surface et la courbe sont 
rapportées. Ces divers éléments caractéristiques restent in- 
variables, lorsqu'on passe d’un système à un autre. A la 
fonction-de-point doivent correspondre des éléments, tout 
aussi caractéristiques, qui partagent la même indépendance. 
Il importe de découvrir quels sont ces éléments, et quelle 
est leur définition naturelle. 

S II. 

FORMULES DES COORDONNf:F.S RECTILIGNES. 

Une première élude, dans ce sens, exige l’emploi des 
formules qui servent à passer d’un système de coordonnées 
rectilignes et orthogonales à un autre. Ces formules, dont 
nous ferons usage plusieurs fois , sont toutes groupées dans 
la feuille A. 
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Le tableau (i) définit les neuf cosinus des angles que les 
nouveaux axes font avec les anciens. Les formules ( 2) et ( 3 ) 
donnent les anciennes coordonnées en fonction des nou- 
velles, et réciproquement. La relation ( 4 ) exprime que la 
distance du point à l'origine doit rester la môme. Sa vérili- 
cation nécessaire, par les groupes (a) et ( 3 ), établit im- 
médiatement, soit les formules ( 5 ) et (6) , soit les formules 
inverses {7) et (8). Les valeurs (10) des (m, n,p), mul- 
tipliées par un même coedicient K, vériGent les deux der- 
nières équations du groupe (6), et, d’après le théorème 
d’algèbre (9) , K’ doit être égal à l’unité, ou K égal à dt i . 
Si l'on prend R = -)-i, on a les valeurs (lo) , d’où l’on 
déduit, à l’aide de l’élimination, les valeurs (ii) et (ta). 

§ IlL 

INTRODUCTION DES i, ET DES i,. 

Abordons actuellement notre première élude. Une fonc- 
lion-de-poinl F étant successivement exprimée , à l’aide des 
deux systèmes de cooi-données rectilignes et orthogonales, 
de la feuille A, les règles ordinaires du calcul dilférenliel 
établissent, facilement, que les premières dérivées partielles 
de F en z'), seront liées h celles en {x,j, z), 

comme les coordonnées mêmes [x', y', z'), le sont aux 
(x, J, z). C’est-à-dire que, dans les groupes (a) et ( 3 ), 
on peut substituer à chaque coordonnée , ancienne ou nou- 
velle, la dérivée de F par rapport à celle coordonnée. La 
même substitution peut donc être faite dans la formule (4), 
laquelle n’est qu’une couséqucnce des valeurs (a), en vertu 
des relations ( 5 ) et (6). On aura donc 



D’après les mêmes règles de dilléicniiation . pour ohtenic 
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, , , rf’F rf’F rf'F „ 

les uenvees secondes -r— ■ i -r-r,i -rri on peulelcver aucar- 
rf.r ’ djr^ dz ' ‘ 

ré les valeurs du groupe (3), puis, remplacer tout carré, 
d‘‘V rf’F 

tel que x'*, x*, par tout rectangle, tel que xy, 

f/l F 

par — — l'ct cela, sans changer les coefficients. Delà résulte 

que, si l’on additionne les trois dérivées obtenues, les re- 
lations (y) et (8) donneront 

rf’F rf»F d^¥ _d^F rf'F d>¥ 

dx’’ dy^ dz'^ dx^ dy^ di‘ 

Ainsi toute fonction-de-point jouit de la double propriété, 
que les expressions diiTérentielles 

\ dx' dy dz' / ’ 

conservent les mêmes formes, et reproduisent les mêmes 
valeurs numériques en chaque point, quel que soit le sys- 
tème de coordonnées rectilignes et orthogonales que l’on 
ait employé. 

J’ai donné à ces deux expressions les noms de paramètres 
différentiels du premier ordre, et du second ordre, de la 
fonclion-de-point F. On peut les désigner par les sym- 
boles A, F et A,F. L’introduction de ces dénominations, 
dans les diverses questions de la physique mathématique, 
permet d’en simpliber et d’en généraliser les énoncés. De 
plus, l’emploi presque constant, dans ce genre de questions, 
des par-imètres doutil s’agit, conduit à la définition la plus 
complète et la plus naturelle de ces mêmes paramètres. 

Remarquons, ici, que toute fonction F, qui contient 
trois coordonnées parmi scs variables, peut êtie traitée 
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comme une fonclion-de-poinl. Alors les expressions A, F 
et A, F, (jue l’on calcule en laissant constantes les autres va- 
riables, sont partielles, comme les dérivées qui les com- 
posent. 


§ IV. 

l’ROBLfeME DES COORDONNÉES CURVILIGNES o,. 

Ces préliminaires étant établis, voici le problème qui 
fera l’objet de nos premières leçons. Oti conçoit que tiois 
familles de surfaces, représentées par des équations de la 
forme 

I f (•*. J. *) = P . 

(«) I f (-r. .r, z) = ?.. 

' fj } 7 ^) — (‘>1 

peuvent se rencontrer h angles droits, ou découper l’espace 
eu prismes rectangles élémentaires. Il s’agit de démêler les 
lois qui régissent les fonctions f,, e.u p,, lorsqu’il en est 
ainsi, et d’interpréter géométriquement ees lois. 

Dans eette étude, nécessairement longue, sur un sujet 
dont l’exploration est récente, la clarté du langage entre 
souvent en lutte avec sa concision. Je crois être parvenu à 
lui conserver ces deux qualités essentielles, tout en évitant, 
le plus possible, l'introduetion. de mots nouveaux , tout en 
augmentant beaucoup les accc])tions, soit d’un mot, soit 
même d’une lettre. C’est ainsi, par exemple, que j’emploie 
toujours p, pour désigner, séparément ou collectivement, 
soit les fonctions-de-poiut f,-, soit les paramètres des trois 
familles conjuguées, soit leurs surfaces individuelles, soit 
les coordonnées dites cuivilignes ; et l’on reconnaîtra (jue 
cette extension, en apparence démesurée, donnée à la si- 
gnification d’un même symbole, n’nccasiunnc cependant 
aucune confusion. 
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§ V. 

NOTATIONS ET SIMPLIFICATIONS. 

Pour abréger le calcul et l’indication des formules, nous 
adoptons les notations suivantes : 

La lettre u ou v désigne une quelconque des trois coor- 
données rectilignes z). Quand les coordonnées cou- 

rantes sont (X, Y, Z), U désigne l’une quelconque d’entre 
elles. 

Avec l'indice i ou j, pi ou pj désigne runc quelconque 
des trois fonctions (p, p, , p,). 

La lettre jdacce devant une expression contenant ii, 

indique la somme de trois expressions semblables, dans 
lesquelles u est successivement remplacé par {x, y, z). 

La lettre placée devant une expression contenant 

l'indice f, représente la somme de trois expressions sem- 
blables, dans lesquelles l’indice i est successivement, sup- 
primé, égal à 1, égal à 2. 

Lorsque les deux lettres u et e existent dans une expres- 
sion précédée du signe^i elles désignentdeux coordonnées 

quelconques [x, z), mais dilléraiit l’une de l'autre. 

Lorsque les deux indices / et j existent dans une expres- 
sion précédée du signe ^ j ils désignent deux (|uelconques 

des indices (o, i, 2), mais dilféranl l’un de l’autre. 

Le nombre placé à la suite d’une formule exprimée, soit 

en U et e, soit en i et ;, soit à l’aide du signe ^ ou 

indique le nombre total des formules qu’elle remplace, ou 
qu’on en déduirait, en donnant successivement aux n, e, 
aux /,/, toutes leurs valcuis. 
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Cul uiisumble du iiotalioiis a sans doute des avantages, 
en quelque sorte matériels, puisqu'il diminue considéra- 
blement le texte mathématique, et réduit les formules au 
niveau du format adopté. Mais son but réel est d’étendre, 
à l’expression des formnles, le principe même de l’algèbre, 
de concentrer en une seule toutes les homologues , comme 
on exprime par les mêmes lettres les données ou les incon- 
nues de problèmes identiques. Peu de temps suffira, d’ail- 
leurs, pour se familiariser avec ce petit nombre d’abrévia- 
tions, et l’on pourra s’étonner, ensuite, de la simplification 
qu’elles apportent dans le langage mathématique, de la sy- 
métrie qu’elles introduisent dans les calculs, de la clarté 
qu’elles donnent aux démonstrations, en rapproehanl sur 
quelques lignes ce qui, autrement, eût exigé plusieurs 
pages. 

§ VI. 

RELATIONS DÉDUITES DE L’ORTHOGONALITÉ. 

Revenons maintenant aux équations (ci) , qui doivent i-e- 
pré.seuler les trois familles de surfaces orthogonales. La 
constance de celle orthogonalité établit, entre les dérivées 

premières des fonctions-de-point p,, plusieurs relations 

primitives, qui comprennent, en réalité, toutes les lois 
qu’il s'agit de démêler. 

Le plan tangent à la surface a pour équation 
g^(ü-«)=o,..., 3, 

et, si l’on désigne par A, le paramètre dilTérenticl du pre- 
mier ordre de la fonction p,, ou, si l’on pose 
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la normale à la surface fera , avec les (j", e), des angles 

dont les cosinus auront pour expression 


(3) 


I fia, 

h i du' ’ ^ ’ 


Les normales aux trois surfaces orthogonales |>euvciit élre 
considérées comme étant parallèles aux coordonnées nou- 
velles *') de la feuille A. D’où résulte que les neuf 

cosinus (3), substitués aux (m,, doivent vérifier 

toutes les relations de cette feuille. C'est ainsi que les for- 
mules (5 ) et ( 6 ) (A) donnent, d’abord les (a) ci-dessus, 
j)uis celles-ci 


( 4 ) 


S 'i?i tîi — 

du du 


3. 


et que les formules inverses ( 7 ) et ( 8 ) (A) deviemieiit 



Parmi les relations qui précèdent, le groupe des trois 
équations (4) est le seul distinct et essentiel. Les groupes (5) 
n'en sont que des conséquences; ils pourraient s’en déduire, 
de même que, dans la feuille A, les formules inverses ( 7 ) 
et ( 8 ) pourraient se déduire de celles (5 ) et ( 6 ). Le grou- 
pe (a) ne fait que définir les fonctions composées /i, , dont 
l'introduction peut être motivée sur un but de simplifica- 
tion. 

§ Vil. 

DÉFINITION DES //. OU DES 

Toutefois, quoique les /i, puissent s’exprimer à l’aide des 
^ , il importe de les considérer séparément comme trois 
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fonctions spéciales, soit des coordonnées rectilignes m, soit 
des coordonnées curvilignes pi. U y a même de Tavantage à 
les prendre pour trois fondions primitives, et à regarder 
alors le groupe ( 2 ) comme établissant trois nouvelles rela- 

lions, imposées aux fonctions j ’ 4^' s’ajoutent à 

celles du groupe (4). 

Une raison puissante milite pour l’adoption du dernier 
point de vue : les paramètres dilVérentiels du premier ordre 
//, , des fonctions-de-point /s,, ont une définition géomé- 
trique, d’une grande simplicité, qui manque aux fonctions 

En ellet, si l’on désigne par fisi l’élément de la nor- 
male à la surface /d,, et collectivement par du les trois 
projections de cet élément, on a identiquement 



du I d p/ 

dsi hi du 


multipliant par du^ faisant la sommation ^ 
vaut que 

^ [duY =dsfy 



et übser- 


on obtient la relation fondamentale 


(7) 



Cette relation donne A, = On peut donc dire qu'eu 

tout point d’une surface /o,, la fonction hi donne la limite 
du rapport^ de V accroissement du paramètre p,, quand on 
marche vers la surface infiniment voisine, à T épaisseur ds^ 
de la couche trawersee. A joutons que ce rapport varie géné- 




ralcmenl, iioii-sculemenl d’une surface à une autre, mais 
aussi sur toute rétendue d’une même surface. 

§ VIII. 

THÉORÈMES POUR LES TRANSFORMATIONS. 

Substituant la valeur (7) de dans (6), on a l’une ou 
l'autre des deux formules très-simples 
/ du I rfp, 

,0, I rfp, ~ A,’ ’■■■’ 9’ 

(*=''■ JJ, 

(|ui sont d’une grande utilité pour les transformations. En 
voici d’ailleurs une conséquence générale. . 

Si l’on désigne par F une fonction-de-point, que l’on 
peut concevoi r expri niée, soi t par les coordonnées rectilignes 
(x,jr, z), soit jiar les coordonnées curvilignes {p, 0, , p,), 
il résulte de la seconde (8) le théorème 
rfü.r/F 


( 9 ) 




'IL'lt— h' — 

du dpj ' doj 


CARACTERE DES 


S 1\. 

FONCTIONS DES p,. 


dPi 


On doit regarderies //, les /i,, les -y comme étantdes fonc- 
tions eu quel(|ue sorte à double face, de même nature (|iie 
F (9). Cela posé, par la première (8), l’identité connue 

du du 

d -— d — 

«Pi _ dp, 

dpj dpi 

établit directement le groupe suivant ; 


{ ■«) 


,\±it d-lf^ 

h] d u _ _h] du ,. 
dp, ~ dp, 


r»; 
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tandis qu’en dirt’éreiuianl par rapport à it (.r, ou y, ou z), 
l’une des équations (4 )î une double application du théo- 
rème (9) conduit à 


(>■) 


dp 

hi ^ + /./ 

d^i 


dp 

du 

dpj 


9- 


Les relations (10) et (ii) sont fondamentales dans la 


théorie des fonctions Remarquons ici qu’en les su- 


bordonnant aux paramètres didérentiels /i,, nous n’avons 
pas voulu dire qu’il fut moins nécessaire d’étudier les 
fonctions dont il s’agit; cette étude est au contraire fort 
importante, car ce sont les propriétés de ces fonctions 
qui signalent les principales conditions géométriques des 
systèmes orthogonaux. En outre, elles se présentent essen- 
tiellement dans plusieurs grandes applications, telles que la 
théorie de l’attraction et celle de l’équilibre des fluides ; 
car si Tune des trois familles conjuguées est une famille de 


surfaces de niveau, les qui lui correspondent sont les 

composantes de la force agissant sur l’unité de masse. 


§ X. 

DÉRIVÉES DE CES FONCTIONS. 

Les dérivées, par rapport aux p, des fonctions 

déduisent aisément des formules précédentes. D’abord la 
relation { 10) étant développée, donne 


I du 


dpi d^ 

I du 


2 dhi d Pi 2 dhj d pj 


dpj hj dpi h} dpj du hj d pi du 
et par une élimination faite à l’aide de la relation ( 1 1 ), on 
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LEÇONS 


dlf/ 

. ^ ... ,8 

dfj hid^j du hi’dojdu^ ’ 

formule dans laquelle les indices / et j sont essentiellement 
diflérents. 

Ensuite, si l'on désigne encore par %v l'une quelconque 
des coordonnées (.r, y, z), et que l’on dilTérentie, par rap- 
port à celte variable iv, l’équation (2), on aura, en suppri- 
mant le facteur commun 2, 


(.3) 


S 


du 




9> 


w restant le même dans les trois termes du premier memV<re. 
Or, le théorème (9) donne généralement 

f/ F I O >i fi dŸ 

dfi //,’ ^ du du ’ 

et, si l’on prend F égal à on aura, d’après ( i3), 



' dfi 


I dh. 
hi dw"* 


ou bien, en remplaçant par 1/, et développant le second 
membre , 


( >4) 


du I Idhidf dhidft ^ dhj d |), \ ^ 

ItJ, ~lïi du ^ df, du dfj du ' - 


Et les formules (12) et (14) donneront toutes les premières 
dérivées des considérées comme des fonctions des 

coordonnées (p, p,, pi)- 
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§ XI. 

TIIÉORÈIMES SUR CES DÉRIVÉES. 


Enfin, il faut déduire du groupe (12), outre deux for- 
mules utiles dans les transformations, un théorème indis- 
pensable dans la théorie actuelle, car il recèle la propriété 
géométrique la plus caractéristique des systèmes orthogo- 
naux. 


Multipliant l’équation { 12) par faisant la sommation 



> on obtient , en ayant égard aux relations (2) et (4) , 


(i5) 



d 


du 


P; 


d)H 

fii - — ) • • • » 
d^j 


6 ou 9 , 


formule que l’on déduirait de réejuation (2), en la différen- 
tiant direc'tcment par rapport à pj. 


Multipliant l’équation ( 1 2) par faisant la somma- 


tion et ayant toujours égard aux relations (2) et (4), 
on a 


(. 6 ) 




du 



//* dhj 
hj dp.' 



formule que l’on pourrait d'ailleurs établir d’une autre ma 
nière. 


Enfin, multipliantréquation (12) par l’indiceA étant 


différent , et d(.‘ /, et de/, faisant la sommation et rap- 


|6 LF.ÇO>S 

pelant les relations (4) , on a 


(' 7 ) 


du 


du 


dfj 


6 , 


formule nouvelle et importante, où, nous le répétons, les 
trois indices sont essentiellement diflTérents, c’est- 

à-dire reproduisent complètement, dans un ordre quel- 
conque, le groupe (o, i, a). 
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DEUXIÈME LEÇON. 

PARAMÈTRES DIFFÉRENTIELS. 


Paramètres dilTerentieU du second ordre des coordonnées curvilignes.— 
Expressions (Générales des paramètres différentiels — Leur utilité — 
Équation generale de la théorie de la chaleur. — Paramètres thermo* 
métriques. 


§ XII. 

PARAMÈTRES DIFFÉRENTIEI^ A, o,. 

L’objet principal de cette leçon est de résoudre com- 
plètement la question posée au § IV, c’est-à-dire de re- 
connaître les éléments caractéristiques, et indépendants 
des systèmes de coordonnées, qui appartiennent aux fonc- 
lions-de-point. Une première étude a déjà rendu très- 
probable que ces éléments ne sont autres que les deux 
paramètres différentiels, définis à l’aide des coordonnées 
rectilignes. Il s’agit de constater que ces paramètres con- 
servent le même caractère et la même indépendance, quand 
les fonctions-de-poini sont exprimées en coordonnées cur- 
vilignes. 

Il est d’abord nécessaire de chercher quelles sont les 
expressions des paramètres différentiels du .second ordre 
des coordonnées p,- elles-mêmes. On y parvient en ache- 
vant la substitution, interrompue au § VI, des cosi- 
nus (Ü) aux (m, , n,, p,) de la feuille A. Les dernières for- 
mules (lo), (il), (l'ijde cette feuille, donnent alors rreuf 
é<(uations nouvelles, parmi lesquelles se trouvent les deux 

a 
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(. 8 ) 


1 dp h (dpi dp. 

dpi dp\ 

\ dx //, //, y dz dy 

dy dz J ’ 

1 ( fhx dp. 

d p, dp,\ 

\ dy hih, \dx dz 

dz dx J 


* 

Kgalant la dérivée en y de la première ( i8), à la dérivé<; 
en X de la seconde, pour exprimer l’intégrabilité de la 
fonction , on a d’abord 


/ dj^ d^ 

\ dz dy dy dz 




/ d}^, f/p, 
\ dz dy dy 


<^Pi P? Pi <"^0} 

dz dy"* dy"^ dz 


dùx ^/*p2 
dy di dy 




rfoj d^^ d 

dx dz dz dx 


^ fh fh 

dx 


\ dx'^ dz 


dpi d^p, 

dx dz dx 


^ pi ^/p» 
dz dx dx 


dpi f^pi\\ 

dz dx-^ J ' 


ajoutant et retranchant certains termes , faciles à deviner, 
faisant une quadruple application du tbe'orcine (g), et em- 
ployant le symbole Aj pour les paramètres différentiels du 
second ordre, on met l’équation précédente sous la forme 


h 

/i, //, 

h 

h, //, 



<^1 pi + ^>1 



+ U\ 



dp, 

dz 

d Pi 






Enfin, divisant par le produit , introduisant les 

logarithmes népériens, et remplaçant z par u (car il est 
évident fju’un autre couple de départ ( i8) conduirait au 
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même résultat, exprimé en ou en x), on a 


I dp, 

A,p, 

d'it 

1 du 

\ 

1 * • 

h] du 


h] dp. 

éj du dp. 

1 dp. 


d^ 

d loe 

Ajp, 

I du 

1 dp, ^ /i. A, 

~ h\ du 

h] 

h\ dp. 

h]dii d p. 


équation à six termes, d’où découlent plusieurs propriétés 
importantes. 

Si l’on multiplie l’équalinn (19) ot qu’on fasse 

ensuite la sommation ^ » les relations (4) annulent quatre 
des six termes, et il reste 



dp du 


du d 





(i P au 


du dù 


or, parmi les neuf équations ( 1 1 ) , il en existe une qu’on 
peut mettre sous la forme 


(20) 


dih 

I du 1 du 

h\ dp, ^ a; dp, ° 


et qui, multipliée par^» 


et sommée , donnera 





du do. 


■ O “ P " “ 

h\ O du dp. 


o. 


C’est-à-dire que la somme des deux quantités, trouvées 
égales, doit être nulle; chacune d’elles l’est donc séparé- 

■X. 
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ment *, et l'on a 


s 


du 



d a. 


O, 


S ^il 

du 


d 


du 


d P 


O. 


Ce qui résultait d’ailleurs du tlicorèmo (17). Celle pre- 
mière opération ne donne donc qu’une nouvelle démons- 
tration du même tliéorème. 


§ Xlll. 

VALEURS DES i,p. PAR LES //.. 

En ne considérant que les seconds termes des deux mem- 
bres de l'équation (19)1 on peut supprimer l’uii et doubler 
raulre, d’après la relation (20). Doublons celui du premier 
membre, en supprimant celui du second, multiplions pai 

et faisons la sommation il restera 

du 

tlh -i. ^ 

a ; dp, dp, ’ 

d’après les formules (2), (* 5 ) , ou plus simplement 


( 21 ") 


■P>- 


d log 


il 

AA, 


d a. 


Pareillement, si l'on double le deuxième terme du second 
membre de l’équation (19), en supprimant celui du pre- 
mier, que l’on multiplie par et que l'on fasse la som- 
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S 


mation on arrive a 


( 2 .') 


d log 

A, p, ® A, /i 

h\ rfp, 


Si le grou|H! de départ ( i8) avait préseuté isolément les dé* 
rivées de p, , et non celles de p, la même suite d’o[>ératioDs 
aurait conduit (iiialcment à 


(21) 



d log 

A, A. 


Les formules (ai) donnent les paramètres dill'érentiels 
<Iu second ordre des fonctions p,, à l’aide de ceux du pre- 
mier ordre et de leurs dérivées. On jieul les mettre sous la 
forme 



LES A, ET A, D'UNE FONCTION -DE -POINT. 

Soit maintenant une fonction-de-point F, exprimée à 
l'aide des coordonnées curvilignes (p, p , , p,), et cherchons 
comment ses paramètres dilTérentiels s’expriment à l’aide 
des mêmes coordonnées. Désignant toujours par u Tune 
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quelconque (les coordonnées rectilignes, on aura 


(a3) 


d¥ dl[ d^i 

du d^i du ^ 


élevant au carré, faisant la sommation ^ i et rappelant les 
formules (a) et (4)) il viendra 

„4) (•■>')’ = 2‘.’(g)’ 

Différentiant une seconde fois (a3) par rapport à u, on 
aura 

du' \^P>* dpi du} / 

/ d'F dp, dp, rf’F dp, dp (PF dpdp,\ 
\dp,dp, du du dp, dp du du dp dp, du du j 

et la sommation ^ de cette dernière valeur donnera 

à l'aide des relations (a), (4)i et du symbole A,. Ou bien, 
développant le mettant /i/i, A, en facteur roniinun, rem- 
plaçant les fractions par leurs valeurs déduites des 

»A| Aj 

équations (aa), et réunissant les dérivées partielles de trois 
produits, on a définitivement 


(a6) ù,F = l - 


h, h, dp h, h dp, h/i,dp, 


dp dp, dp. 

Ainsi lorsqu’une fonction-dc-point est rapportée à un 
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système de coordonnées curvilignes, ses "deux paramètres 
différentiels s’expriment, dans le même système, à l’aide 
des paramètres différentiels du premier ordre, appartenant 
aux surfaces conjuguées. 

L’équation (26) devant être fréquemment employée, dans 
la suite du cours, il importe de la simplifier par 1 intro- 
duction du produit 

(27) a = hh,h,. 


ce ({ui permet de l’écrire de la manière suivante: 


(28) 




I 

O rfp, 

dp. 


La même introduction concentre les valeurs (22) dans la 
formule 

à~ 

( 2g ) A, p, = ET — — r- • • 3 . 

(l p,- / 


§ XV. 

CAR.\CTÈRE ET UTILITÉ DES A,. 

J’insiste principalement sur l’équation (26) ou (28). 
F.lle donne une définition du paramètre différentiel du se- 
cond ordre, beaucoup plus générale que celle du § III. 
Car si l’on rapportait successivement la fonction- de- 
point à tous les systèmes imaginables de surfaces ortho- 
gonales, la forme (26) serait toujours la même, et repro- 
duirait une même valeur numérique pour chaque point. 
Particulièrement, lorsque les familles conjuguées sont trois 
familles de plans parallèles, les /i, , ou les paramètres dif- 
férentiels du premier ordre, .sont tous égaux à l’unité, et 
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l’équation (28), 5e réduisant alors à 


,.K = S 


du' ’ 


l'Oinprend la première définition. 

Cette constance de forme et de valeur explique, en quel- 
que sorte, comment il se fait que presque toutes les équa- 
tions aux différences partielles , qui concentrent les lois des 
phénomènes physiques, j>euvcnt s’exprimer à l’aide de cer- 
taines fonctions-de-point et de leurs paramètres différen- 
tiels du second ordre, sans qu’il soit nécessaire de spécifier 
le système de coordonnées (jue l’on adopte. 

En effet ; dans la théorie du potentiel, P, l’équation gé- 
nérale est 

A, P = O. 

Dans la théorie analytique de la chaleur, la température, V, 
est régie par l'équation 

A, V = O 

lors de l’état permanent, et par celle-ci 

A, V = / — 
dt 

lors du refroidissement. Dans la théorie mathématique de 
l’élasticité des solides homogènes non cristallisés, la dila- 
tation cubique, 6, est régie par l'équation 

A, fl = o 

lors de l’état statique , et par celle-ci 
rf>fl 

=r n' A, fl 
dt' 

lors des vibrations; de plus, les projections du déplace- 
ment moléculaire, et les coin }>osan tes des forces élastiques, 
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lors ilel'élat d’équilibre, vérifient tomes l'équation 

. A, F = O. 

En résumé, lorsqu’une classe de phénomènes physiques 
dépend des variations d’une certaine fonction-de-point , 
c’est presque uniquement par son paramètre dilTérentiel du 
second ordre que celte fonction intervient. Comme si ce 
paramètre était une dérivée naturelle, plus essentielle, plus 
simple, et en même temps plus complète, que toutes les 
dérivées partielles , choisies plus ou moins arbitrairement, 
que l’on a l’habitude de considérer. 

§ XVI. 

ÉQUATION DE LA CHALEUR PAR LES p,. 

11 ne sera pas inutile de montrer ici que l’on peut éta- 
blir directement l’équation générale de la théorie de la cha- 
leur, en coordonnées curvilignes quelconques. On obtient 
ainsi une démonstration nouvelle de la formule (26), d’où 
l’on peut déduire ensuite les valeurs (aa). 

La température des différents points d’un solide homo- 
gène, non cristallisé, étant toujours désignée par V, on sait 
que le flux de chaleur qui traverse, dans le temps df, un 
élément-plan w, pris dans l’intérieur du corps, a pour ex- 
pression 

fl \ \ 

( 3 o) 

q étant le coefficient de la conductibilité, d« l'accroisse- 
ment de la normale .à w. 

Le corps étant rapporté au sy.slème des coordonnées p, . 
son élément de volume, W, est un parallélipipèdc rectangle 
dont les côtés sont les 
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Si l’un désigne généralement par o>' , les faces de cet 
élément, situées sur les surfaces jS,, p.-t-dp,-, on peut re- 
garder W. dont le volume s’exprime indilféremment par 


(3.) 


.\sds,ds.= ^I^t±l 


1 

u, dî, = w, 

n, 


comme recevant de la chaleur par les trois faces , et en 
perdant, au contraire, par les trois faces respectivement 
opposées ùj', . 

Le flux qui entre par une face w, sera, d’après l’expres- 
sion (3o), 


ou bien 




il. hi 



augmentant cette expression de sa différentielle prise par 
rapport à p,, on aura le flux qui sort par &)' , et retranchant 
ce dernier flux du premier, il restera 


d W; hj 


1/ A t- 


h, 


— 

do, 


d p, 


d 0, ; 


remplaçant (jj, d p, par —î rfp rfp, r/js, , valeur détluite du 

grou|)e (3i), et additionnant les trois excès semblables, on 
aura 


7d/dp d p, d p, y 


d - — 
O d 0, 

rfp. 


pour le gain total de chaleur que fait W pendant le temps d/. 

Ce gain élèvera sa température de-^d^, et sera consé- 
qucinment égal à celle élévalinn , inullipliée par le ralo- 
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riquc spécifique C du corps, par la densilé D, et par le 
volume (3i) de W , c’est-à-dire à 

a dt 


Enfin, l’égalité de ces deux expressions différentes, de la 
même quantité de chaleur, donnera, en supprimant les 
facteurs communs, multipliant par o, divisant par 9, et 

représentant par k la fraction 


(32) 



^h] d\ 

O d p, 

^dpi 


pour l’équation générale cherchée. 

Particulièrement, si les coordonnées étaient rectilignes, 
ou si les surfaces orthogonales étaient trois familles de plans 
parallèles, les A, , et par suite o, devenant tous égaux à 
l uiiité, l’équation (32) prendrait la forme 


(33) 


de du’ 


= A,V. 


Or, l’accroissement de la température, en chaque point, est 
évidemment indépendant du système de coordonnées; les 
seconds membres des équations (32) et (33) doivent donc 
être identiquement égaux. 

Ce qui établit directement la valeur, (28) ou (26), du 
paramètre différentiel du second ordre de\, représentant 
d’ailleurs une fonction-de-point quelconque. Et si la fonc- 
tion V, des Pi, se réduit particulièrement à l’une des coor- 
données curvilignes, cette valeur (28) donnera, inverse- 
ment, la formule (29), ou les valeurs ( 22). 


\ 
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§ Wll 

DKNO.MINATION PR()l>OSÉE POUR LES A,. 

En élablissniit, aussi cotn])léti*nient, les piopriélés carae- 
lérisli(|ucs «les paramètres différentiels du second ordre, la 
tliéoric inatliémali(|ue de la chaleur se présente comme l’ori- 
gine naïui-elle de cet élémentanalyli(|ue, et peut réclamer le 
droit de lui assigner un nom. Puisque, dans la dynamic{ue, 
«>n appelle accé/é/'ot/on , la limite du rapport de l'accrois- 
inent de la vitesse à celui du temps, ne peut-on pas appeler 
aussi, accélération calorifique ^ augmentation, ou plus sim- 
plement augmcnt, la limite du rapport de l’accroissemcut 
de la teuq>érature à celui du temps i’ 

Alors, supposant k égal à l’unité, il résultera de l’équa- 
tion (33), que le paramètre diflérenticl du second ordre 
d’une foiiction-de-point ne sera autre que son augmcnt. 
C’est-à-dire que, si tous les points du solide , limité ou in- 
défini , que particularise cette fonclion-de-poinl, avaient 
forluilenient dcs températures égales aux diverses valeurs 
«|u’elle leur assigne, le paramètre dont il s’agit assignerait 
l’écliaudement de ces }>oints au premier instant. 

§ XVIII. 

CARACTÈRE ET UTILITÉ DES A,. 

Parlons maintenant du paramètre différentiel du premier 
oidre. La formule ( 24 ) en donne aussi une définition plus 
générale que celle du § III. Si ce paramètre n’existe pas es- 
.sentiellement , comme celui du second oixlre, dans les équa- 
tions générales de la physique mathématique, néanmoins 
.son n'jle naturel est tout aussi important. 

</P 

En effet , on sait que la dérivée — du potentiel P, donne 
la composante, suivant la direction fixe de toute coordonnée 
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rectiligne ii , de la résultante des attractions exercées sur 
l'unité de masse; il suit de là que cette résultante elle- 
niémc , F , sera donnée par la formule 

c’est-à-dire qu’elle ne sera autre que le paramètre différen- 
tiel du premier ordre du potentiel. 

On sait aussi que la dérivée de la pression p dans un 

fluide en repos, est égale au produit Uo, de la densitéd du 
fluide, par la composante U, suivant l’axe des u, de la ré- 
sultante des forces extérieures rapportée à l’unité de masse ; 
il suit de là que cette résultante elle-même, F, sera donnée 
par la formule 

A,/) = F5; 

c’est-à-dire qu’elle sera égale au paramètre différentiel du 
premier ordre de la pression , divisé par la densité. 

§ XIX. 

DÉNOMINATION PROPOSÉE POUR LESA,. 

Or, toute fonciion-de-point , F, peut représenter, soit 
un potentiel , soit la pression d’un fluide. On pourrait donc 
dire, inversement, que son paramètre différentiel du pre- 
mier ordre, A, F, représente sa force. En outre, les cosi- 
nus des angles do direction de cette force fictive, étant les 

1 d F 
ii, F du ^ 

ces expressions, si souvent reproduites dans nos formules, 
auraient aussi leur représent.ation. 

Je ne veux pas insister pourqueron nommeyb/re et «ng- 
w/ent d’une fonction-de-point, ses paramètres différentiels 
du premier et du second ordre ; quoique de telles dénomina- 
tions pussent se justifier, tout aussi bien (|ue celles de po- 
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tentiel , de courbure sphérique^ et autres. J'ai seulement 
voulu montrer, par les considérations qui précèdent, toute 
l’importance des paramètres dont il s’agit; et surtout faire 
comprendre, que ces paramètres sont les véritables dérivées 
naturelles des fonctions-de-point-, qu’ils les caractérisent et 
les distinguent, comme les plans tangents, les lignes et les 
rayons de courbure, caractérisent et distinguent les sur- 
faces; conune les tangentes, les plans et les cercles oscula- 
leurs, les courbures doubles et simples, caractérisent et 
distinguent les lignes courbes. 

§ x .\. 

FONCTIONS -DE -POINT DONT LES i, SONT NLLS. 

Il convient d’étudier particulièrement les fonctions-dc- 
pointdont l’augment, ou le paramètre différentiel du se- 
cond ordre, est nul, puisqu’elles se présentent si fréquem- 
ment dans les applications. La température stationnaire V, 
dans un milieu solide en équilibre de chaleur, est une de ces 
fonctions. En l’égalant à un paramètre , on a une famille de 
surfaces , que j’ai appelées isothermes ; la température étant 
la même dans toute l’étendue de chacune d’elles. 

Réciproquement , les surfaces d’une famille au paramètre 
X , supposées dans un milieu solide , .seront isothermes, s’il 
peut arriver que la température stationnaire, V, qui doit 
vérifier l’équation A, V = o, soit simplement une fonction 
deX ; de telle sorte que sur chaque surface, où X est constant, 
V le soit pareillement. Ce qui impose des conditions né- 
cessaires, tant «à la fonction-de-point X, qu’à la fonction \ 
de X. 

En efl'et : si V est une fonction f de X , dont P, f" sont les 
dérivées, on aura successivement 

ftii fin' du' du' V'^"/ 
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La soiniiialion ^ de la dernière (’tiuation donne, en intro- 
duisant les symboles A, , 

A, V = r -+- r (A.À)’; 

et, puisque le premier membre doit être nul , lors de l’e- 
quilibrc de température supposé, il faut que l’on puisse 
avoir 


(34) 




ou que la première fraction ne varie qu’avec X seul, romme 
la seconde. 


^ XXI. 

P.\R.\MÈTRES THERMOMÉTRIQL’ES . 

Ainsi, pour (|ue les surfaces X soient isothermes, il faut, 
essentiellement, que le rapport du paramètre diirércntiel 
du secortd ordre , au carré de celui du premier, reste con- 
stant sur chaque surface, ou qu’on puisse l’exprimer par 
une fonction de X seul. Quand il en est ainsi , on peut mettre 

ce rapport sous la forme — i y étant une fonction de X et ip' 

sa dérivée. Substituant cette valeur dans l’équation (34) , 
elle devient 

t ' f" 

• • “4“ ^ — O 

? r 

et donne , par deux intégrations successives. 




-l-c' = V; 


c ett/ étant des constantes arbitraires. Ce (|ui donne la forme 
nécessaire de la fonction ^ de X . telle qtie son paramètre 
dillérentiel du second ordre soit nul. 
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IJe là l'é.sulle qu’en pusaiit 



T sera une fonction de X , telle que A, r = o , et qui , ne va- 
riant qu’avec X seul , peut aussi servir de paramètre pour 
représenter la famille des surfaces, reconnues isothermes à 
l’aide de l’opération qui a donné la fonction <f. Afin de dis- 
tinguer ce nouveau paramètre r de l’ancien X, ou peut 
l’ap|>eler ihermométriqiie , puisque sa propriété caractéris- 
tique est de vérifier l’équation qui régit les températures 
stationnaires. 

Dans la suite du cours, tpiaiid j’introduirai le paramètre 
thermométrique d’une famille de surfaces reconnues iso- 
thermes, je supposerai que la constante e, dans la valeur 
(35), ait été choisie de telle sorte, tjue r soit un nombre, 
un simple rapport, sans aucune dimension géométrique; 
afin qu'il puisse occasionnellement exprimer une tempéra- 
ture. Alors, son paramètre dillérentiel du premier ordre 
sera nécessairement égal au quotient, d’un autre nombre 
ou rapport, divisé par une ligne; ainsi que cela résulte clai- 
rement de la relation /t = 

fis 

Faisant essai des dénominations d’augmentet de force, 
on pourrait dire comme conclusion : Lorsqu'une Jbnclfon- 
(le-point X est telle, que le rapport de sou aiiÿinent, au 
carré de sa force, ne varie qu'avec elle-même , il existe 
une fonction r de X dont l'augment est nul. 

§ XXII. 

SIMPLIFICATION UÉSCLTA.NT DES A, p,= o. 

Lorsqu’un système orthogonal comprend une famille de 
surfaces isothermes, on |)cul prendre pour la coordonnée p 
qui lui correspond, son paramètre theriuométri(ine ; alors 
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P == O . Cl d’api'ès ia première (aa) , 


33 


d 


h 

M. 


dp 


O. 


c’est-à-dire que le rapport ne varie pas avec p. 11 en 

résulte une simplification dans la formule (a6), car le 
premier terme du second membre, qui est 


h /i, /i, 


h d? 
” /i. à, dp 
dp 


devient, toute réduction faite, 


Et, si le système orthogonal est formé par trois familles de 
surfaces isothermes, adoptant leurs paramètres thermo- 
métriques pour coordonnées, on a définitivement 


(36) 




dp]' 


formule analogue à celle (a4) , et tout aussi simple. 

Les trois systèmes classiques de coordonnées rentrent 
dans ce dernier cas : chacun d’eux est formé par trois fa- 
milles de surfaces isothermes; et quoique l’on ne prenne 
pas , pour toutes ces familles , leurs paramètres thermo- 
métriques, la triple simplification de la formule (36), 
toute masquée qu’elle soit, conserve son influence. C’est à 
elle que l’on doit, sans aucun doute, d’avoir pu traiter, 
depuis longtemps, dans les diverses branches de la phy- 
sique mathématique, un [letil nombre de corps , limités par 
des plans, des sphères, ou des cylindres droits. Là, quand 
on est obligé de se servir d’un système de coordonnées, 

3 
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|>oiir le({uol cotIc triple sitiipliiiraliün ii'est pas ))ossilile, un 
est iniiiiédiatcmeiU arrêté par des diflicullés d’intégraliuii , 
(|iii paraissent insurmontables. 

Lorsque l’une des trois familles desurfaees, d’un sys- 
tème orthogonal, se eompose de plans parallèles, au para- 
mètre pj — Z, on a 


A] = 1 , A; », = O. 


Les deux autres familles de surfaees sont cylindriques; ou 
bien, les fonctions-dc-poiiU p et û, donnent un système de 
courbes orthogcmales sur le plan des bases de ces cylindres, 
leurs paramètres diflerentiels du premier ordre fi, /i, sont 
indépendants de z, et ceux du second ordre sont donnés 
parles relations 


(3:) 


A» f/p ’ 

tl 

dlog- 


A, ?i 

a; 


dp, 


d'après les formules (ai). Or, ces relaliotis conduisent, par 
dill'érenliatioti, a l’équation 


(38) 



f/o, 





d'où résulte la consétjuence suivante. 

Si le premier terme de cette (-({uation (38) est nul, il en 
sera de même du second. Ou bien, si le rapport ne dé- 
pend que de p, le rajqwit ne dépendra tpie de p,. On 
l■n(iu, d’après le ^ XX, si la famille de cylindres, ou de 
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courbes, au paramètre p, est isotberme, celle au paramètre 
p, le sera nécessairement : l'une ne peut pas l’ètre sans 
l’autre. Quand cette circonstance se présente, le système 
orthogonal, complété par la famille de plans parallèles, 
est triplement isotherme, et l’on peut l’appeler simplement 
système cylindrique isotherme , les deux épithètes concen- 
trant toute la définition. 

Comme on le verr-a, le nombre des systèmes cylindriques 
isothermes est infini, et la triple simplification de la for- 
mule (36) leur est à tous applicable. Aussi, peut-on ré- 
soudre, dans la théorie analytique de la chaleur, une de ses 
principales questions, sur tous les prismes curvilignes rec- 
tangles, dont les faces latérales sont des cylindres iso- 
thermes. Et si l’on adopte essentiellement, pour variables, 
leurs paramètres thermométriques, la formule qui exprime 
numériquement la loi intégrale cherchée, est absolument 
la même pour tous ces prismes, quels que soient les systèmes 
cylindriques isothermes que l’on considère. Cette formule 
possède, en quelque sorte, la même généralité que l’équa- 
tion qui exprime la loi diflérentiellc. Concordance bien 
rare, sinon unique, dans les diverses branches de la phy- 
sique mathématique. 

Hors de là, dans les systèmes orthogonaux non cylin- 
driques, lorsque deux des trois familles de surfaces conju- 
guées sont isothermes, la troisième ne l’est pas nécessaire- 
ment. Alors, la triple simplication de la formule (36) 
devenant beaucoup moins fré<|uentc, il faut recourir à 
d'autres procédés pour obtenir des formules intégrales, pos- 
sédant une généralité analogue à celle qui vient d’être 
définie. 

Quoi qu’il eu soit, les considérations précédentes signa- 
lent clairement, et l’importance analytique des familles de 
surfaces isothermes ou des fonclions-dc-point dont l’aug- 

3. 
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ineni est nul, et la néccssiti- d’adopter pour variables leurs 
paramètres tlicriiiométriques. Tel est le but que nous nous 
sommes proposé dans les trois derniers paragraphes. 
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TROISIÈME LEÇON. 

A 

COURBURES DES SURFACES ORTHOGONALES. 


Lignes de courbure des surfaces orthogonales. — Théorème de M.Ch. Dupin. 
— Expressions des courbures des surfaces conjuguées. — Courbures pa- 
ramétriques. — Coordonnées tbermométriques du système sphérique. 


§ XXllI. 

UGNKS DE COUBBÜRE DES SURFACES ,0,. 

Proposons-nous de déterminer les lignes et les rayons de 
courbure des surfaces orthogonales conjuguées. Considérons 
particulièrement une surface p; (t, y, z) étant les coor- 
données d’un de ses points M, (a/, y, z') celles du point M', 
situé sur la normale en M, et centre d'une des courbures 
dont le rayon est R , on aura 



car les trois premières fractions sont égaies entre elles, d’a- 
près les équations de la normale; et l’on obtient encore le 
même rapport, en additionnant les carrés des numérateurs 
de ces trois fractions, puis ceux de leurs dénominateurs, et 
divisant, l’une par l’autre, les racines carrées de ces deux 

sommes; ce qui donne la fraction 

Soit M, un point inüniment voisin de M, et situé sur la 
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ligne de courbure correspondante au rayon R ; et soient 
(x-l-J.x, y4-d,7, Z -h â,z) ses coordonnées. Les termes 
{a/, y, z', R) du groupe («) ne devront pas changer, lors- 
qu’on y substituera les coordonnées de M, à celles de M. 
C’est-à-dire que l’on doit pouvoir regarder z' , R) 

comme des constantes, quand on diflérenticra , en d, , les 
rapports égaux (i), ou mieux, les logarithmes de ces 
rapports , ce qui donnera 



ou bien, égalant séparément chacun des trois premiers 
membres au quatrième , et ayant égard aux égalités ( i ), on 
aura le groupe suivant : 


(3) 


f/ P Si h it Ù /l 

I rfo B t h fi O h 


^ rfp (îc A //p h 


dz 


h dz 


R 


(), Z, 


Par un procédé frëquemmniil employé, ou fera dispa- 
$ h h 

raitre les coellicicnts et - i en ajoutant les équations (3), 

h R 
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h 


(4) 


<l 0 . 0 . 

J- S,z = Ad,.r , 

k fiz ay 

l 'h , ‘h , . * 

' —5, Z — — o,x = W,r, 
(fx riz 

ri !> , <ir> , . , 

5i-r 'î,/ = M,z, 

tly t!x 


<|ue Toii |reul égaler h une même quantité X, multipliée par 
les dilTércnlielles nouvelles {à,x, (î, o, z) , signalant, 
dans le voisinage de M, un autre point M, , qui sert en 
(|uelquc sorte d’intermédiaire, et dont les coordonnées sont 
+ 2-+-3%2). 

Or les valeurs (4)i deux fois additionnées, après les 
avoir respeetivement multipliées , la jiremière fois par 

(^1 la seconde fois par (d,jr, d,>', d, 2 ), donnent 


ri P 
rijc 


, rio rio 

o,x -h~r -h -f 
riy riz 


o,x djX 3, y Sjy -f- d, z 


SiZ — 

S,z = 


O, 


O. 


La première de ces relations montre que le point M, est 
situé sur le plan tangent à la surface p en IVl, la seconde 
que les deux directions M.Vl,, MM,, sont perpendiculaires 
entre elles. Donc, »i le point M, est situé sur une des deux 
lignes de courbure, le point Mr se trouvera sur l’autre. 

Si l’on additionne maintenant les àpaatioiis (d), respee- 
tivement multipliées parles facteurs (4) simplifiés, on aura 


(5) 


9,x.S, 


tix 


. .rio . .rio 
■ 3,y . 9, ^ O) 2 = O t 


relation qui exprime la condition, nécessaire et suffisante, 
pour que la direction correspondante à une variation tan- 
gentiellc d, soit celle d’une ligne de etmrlmre', la variation 
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â,, pareillement tangciiticllc, s’o]>éranl dans une direction 
perpendiculaire à la première. 


§ XXIV. 

THÉORÈME DE M. DUPIN. 


Faisons subir celle épreuve à la direction dp,, de la nor- 
male à la surface p, qui passe en M, laquelle direction est 
uéeessai rement tangentielle, puisque les surfaces conjuguées 
sont orthogonales. Si la variation (J, correspond à la direc- 
tion dp,, la variation d, correspondra à la direction dpt, 
ou à celle de la normale à la surface p, qui passe en M. On 
prendra donc 


(ti) 




du 


îî' 

do, 


dp,. 


S, U : 




d’après la première ( 8 ), VIII; et le premier membre, de 
l'équation (5) à vérifier, deviendra 


dp, dp, O rfp, 
h\ O du 



dp, 


Or, celte quantité est identiquement nulle, d’après le théo- 
rème ( 17 ), §XI. La condition (5) est donc satisfaite. 

Ainsi la direction de dp,, cl par suite celle de dp„ sont 
celles des deux ligues de courbure de la surface p en M. D’où 
résulte, enfin, le théorème important, dû à M. Dupin, que, 
dans tout système orthogonal les surfaces de deux des 
familles conjuguées , tracent, sur une surface de la troi- 
sième famille, toutes ses lignes de courbure. 
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^ XXV. 


EXPRESSION D ÜN RAYON DE COURBURE. 


Procédons maintenant à la détermination du rayon de 
courbure R de la surface p, qui correspond à la ligne de 
courbure r/p,. La nature actuelle delà variation J, donnera, 
outre la première (6), les valeurs suivantes : 


0| ft — — r — «p, J 

rfp, 

du i dp, 

S,u = — dp, = ^-dp.i 


et la substitution de ces diverses valeurs concentrera le 
groupe (3) dans la formule 


(7) 



l dh dp I h dp, 

h dp, du R ’ èj du 


Or, il résulte du théorème (la), § X, que 


(») 


d ^ 

du I dh dp h dh, h dp, 

dp, hdp,du h, dp h] du ’ 


l'identité nécessaire des deux valeurs (7) et (8) exige donc 
que 


(9) 


I h dh, 

R h, dp 


et telle est la valeur de la courbure cherchée. 

Si l’on désigne par A le rayon de courbure de la surface 
P, qui correspond à la seconde direction r/p,, on aura, de 
la même manière. 


(10) 


I h dh, 

.R h, dp 
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L’équalioii (ai ) du ^ XllI, la(|uelli‘ peut sc mcUre sous la 
forme 


h dh, 
h, da 


h d/l, dh A, 0 

/i, dft dp h 


devient, par la substilution des valeurs (9) et ( 10), 


R 


I d/l A, P 

Â^Tp T 


expression reiiiar({uable de la somme des deux courbures 
de la surface p, ou de sa courbure spliéri(|ue, d’après Gauss. 


§ XXVI. 

CH.ANGEMENT DE PAR.VMÈTRE. 

Observons ici que le paramètre p d’une famille de sur- 
faces n'a rien d'essentiel, car il pourrait être remplacé par 
une quelconque de ses fonctions 

(.a) « = f{|»). 

puisque, si p reste constant surcha([ue surface individuelle, 
il en sera de même de e. Soit désigné par r, le paramètn* 
différentiel du premier ordre de £, h étant toujours celui de 
p. L’élément ds de la normale à la surface p ou t, c’est-à- 
dire l'épaisseur, au point que l’on considère, de la couche 
comprise entre deux surfaces infiniment voisines, admettra 
la double expression 


d’après la formule (^), II. De même, la lourburc sphé- 
rique ( 1 1 ) de la surface p ou e, jiourra s’exprimer des deirx 
manières suivantes : 


(< 4 ) 


R 


A 


— 

dp 

dri 

Tt 


à-i 0 

ir' 


A,t 
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car celle courbure sphérique, aussi bien que l’épaisseur ds^ 
sont des éléments géométriques, complètement indépen- 
dants du choix que Ton peut faire, parmi tous les paramètres 
également admissibles. Ainsi, quelle que soit la fonc- 
tion f ( la), ou doit avoir identiquement 

/ (ii d ^ 

^ I dï} AjS d/j Ajp 

' d t »j dp h 

La vérification analytique de ces identités est d’ailleurs 
facile. Si l’on désigne par f', P, les premières dérivées de f, 
l’équation (12) donne 

( 16 ) dt — rdp, 

quelle que soit la variable indépendante; et, si cette va- 
riable est une coordonnée rectiligne w, on aura, par deux 
différentiations successives, 






±l = v±t + i 

du^ du^ ^ 


tt 



L’élévation au carré de la première (17), et la sommation 
^ » conduisent à 

(18) = 

or, l’élimination de f' entre (16) et ( 18), donne la premièrr 
identité ( 1 5 ). 

La dérivée de y? (18) par rapport à p, est 


dp 


do 


et si l’on divise cette écjuation pai f', en remplaçant au dé- 
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noiniiiateur <lu premier membre {'tlp par r/e, il vient 


(> 9 ) 


fin dh f" , 

di=dp-^r''- 


D un autre rôle, la sommation ^ delà seconde (17), donne 


et divisant cette équation par celle (18), membre à membre, 
un a 


(ao) 





f" 

Or, l’élimination du rapport P entre (19) et (ao), donne 
la seconde des identités (i 5 ). 


§ XXVII. 

HOMOGÉNÉITÉ DES />,. 

Les doubles expressions (i 3 ) et (i 4 ) sont donc justifiées. 
Remarquons, en outre, que, si les deux familles de surfaces 
ÿi et p, conservent leurs paramètres, tandis que l’on change 
en e «adui p de la troisième famille, les dérivées de n et de 
h, en p,, ou en p,, seront liées par les deux équations 

dn ç, d/l dn ^,d/i 

dp, dp, dp, dp, 

puis(|ue, lors de ces dérivations, p restera invariable dans la 
relation ( 18) -, et l’élimination de f', faite à l’aide de celte 
même relation, donnera 

I dn I d/t t dn 1 d/i 

n dp, /i dp, n dp, h dp, 

ou, plus généralenienl, d expiimant une variation langeii- 
liclle à la surface p ou £, 

on i/i 

7“ T' 
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Idunlités, qui, jointes à la première (i 5 ), pernielteiu de 
vérifier l’homogénéité de nos équations aux différences par- 
tielles; et qui, de plus, expliquent la forme spéciale de ces 
mêmes équations. 

C’est ainsi, par exemple, que l’expression (9) de la cour- 
bure^» conservera la même valeur, soit que l’on change 0 
on £, puisque 

ïi_ 

dt da ' 

soit que l’on change p, en £,, puisque 
in, 0 /il 

^ ^ A. ’ 

(|uand la variation à est tangenticlle à la surface p, ou £,. 

C’est ici le lieu d'indiquer une propriété importante, 
dont jouit tout système cylindrique isotherme. Lorsqu’on le 
rapporte à ses paramètres thermométriques, on a 

a,p = O, a.p, = O, 

et les relations (Sy) du § XXII expriment alors que le 
rapport /l'./i, est constant. Soit «’ la valeur de ce rapport; 
si l’on change p et p, en 

I 

I = - p, », = ao, , 

a 

res nouveaux paramètres, étant respectivement proportion- 
nels aux anciens, seront encore thermométi iques, car on 
aura 

A] j — Of A) S) . O . 

De plus, la formule ( 18) donnera 

= n, = a/i,, 
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ot le t'jpporl de ces deux valeurs sera l’unité, puisque 
h‘,h, = a'. Donc, on p<-iit toujours modifier, par des facteurs 
constants, les paramètres lhermoinétriques d’un système 
cylindrique isotherme, de telle sorte que les deux familles 
de cylindres aient le même paramètre difTérenticl du pre- 
mier ordre. 

§ XXVIII. 

SIGNE D UNE COURBURE. 

La simplicité des expressions (9) et ( 10), des courbures 
des surfaces orthogonales, invite A chercher leur démonstra- 
tion directe, et en quelque sorte géométrique. Ou y parvient 
aisément-, mais on rencontre une ambiguïté do signe, sur 
laquelle la géométrie pure resterait muette, et que l’analyse 
peut seule écarter. 

Lorsque, dans une famille de surfaces, on mène une nor- 
male en un point de l’une d’elles, cette normale jveut être 
considérée comme ayant, sa partie positive du côté où le 
paramètre de la famille augmente, sa partie négative du 

côté où ce paramètre diminue. Cela posé, la courbure 

sera positive, ou négative, suivant que son centre sera situé 
sur la partie positive, ou sur la partie négative, de la nor- 
male. 'l’cl est le principe qu'il s’agit d’établir. 

En admettant d’abord ce principe, on retrouve l’expres- 
sion (9) de la manière suivante. Soient, au point M, les 
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aies MS, MS,, MSj, normaux aux surfaces orlliogonales, 
et dirigés suivant les directions où leurs paramètres vont 

en augmentant*, C le centre de la courbure situe sur la 

partie positive de la normale à la surface, laquelle normale 
est tangente à l’arc jen M; M, un point infiniment voisin 

de M, et situé sur 5,. L’arc MM, appartiendra au cercle 
dont le centre est en C, et dont le rayon est R; sa gran- 
deur aura pour expression 


(9.1) 



Au point ]N situé à la distance ci s de M, sur Tare 5, ou 

sur la normale MC, menons l’arc de cercle PNN,, décrit de 

C <*ommc centre avec CN pour rayon, et menons MP paral- 
lèle à M,C. Les triangles PMN, MCM,, sont semblables; 
d’oii résulte la proportion 

ds _ PN 
R dst 


Si d indique la variation d’une quantité, lorsqu’on passe de 
M à N, PN sera égal à — car cLsx ayant diminué dans 
ce passage, sa variation est négative, et l’on doit conséquem- 
ment changer son signe, pour en faire l’élément, essentiel- 
lement positif, d'une proportion. On aura donc 


ds S . ds, 

K ~ d7i~ * 


Or, si l’on prend la variation ô de l’équation (91), ou mieux, 
des logarithmes de ses deux membres, clpx restant inva- 
riable, on aura 


O. ds, $/i, 

ds, il. 


1 d/l, 

— r~T ’ 

h I a O 
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d’où résulte déliniliveinent 


I I r//i, h dh^ 

R h, df ds A , dp 

OU l’expression (9). 

SupjKJsons, maintenant, le cas où le centre C est situé 
sur la partie négative de la normale. Si l’on conservait le 
ravon R positif, la même construction, les mêmes lettres. 


S'. 



et la même similitude de triangles, conduiraient encore à la 
proportion 

ds PN 

F ~ 

mais ici la variation J. ds, étant positive, on prendrait con- 
séquemment PM = â.ds,, et on arriverait, en poursuivant 
le même procédé, à 

I /i dji, 

R~~Â^d^' 

au lieu de l’expression (9). Il faut donc que, dans ce dcrni«T 
cas, le rayon R soit regardé comme étant négatif. Ce qui 
justifie, et même nécessite, le princi|)c posé. 
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§ XXIX. 

NOTATIONS POUR LES COURBURES. 

Continuons de désigner j>ar s, 5,, i,, les arcs normaux aux 
trois surfaces ortliogonales qui passent au poiut M, comme 
dans les figures précédentes. L’arc s est la courbe d’inter- 
section des deux surfaces p, et p, ; l’arc j, celle des surfaces 
p, et p; l’arc celle des surfaces p et p,. De là résulte que 
la coordonnée p varie seule sur s, p, sur s,, p, sur f,. Les 
lignes de courbure de la surface p sont .ti et s, ; celles de la 
surface p, sont et 5 ; enfin celles de la surface p, sont s et 
s,. Les lettres R et A désignant déjà les deux rayons de 
courbure de la surface p, R, et A, jHJUvent désigner ceux de 
la surface p,, Rj et A, ceux de la surface p,. 

Mais, cette notation est en quelque sorte incomplète, car 
si elle indique, par l’indice, à quelle surface appartient le 
rayon R, ou A;, elle n’indique pas celle des deux lignes de 
courbure de la surface, à laquelle correspond ce rayon. 
Cette dernière indication étant souvent nécessaire, nous dé- 
signerons aussi les six rayons de courbure par la seule lettre 
r, avec l’indice i et l’accent j : l’indice i étant celui de la 
surface; l’accent/ représentant l’indicedc l'arc, c’est-à-dire, 
n’existant pas si c’est s qui sert de ligne de courbure, étant 
(') si c’est s,, étant (") si c’est i,. La correspondance des 
deux notations est donnée par le tableau suivant : 

I R = /, A=f", 

(22) î A,= r„ 

R,= r,, A,= r, . 

On remarquera que l’indice i et l’accent j ne sont jamais 
égaux; c’est-à-dire que r, r\, r", , ne se trouvent pas parmi 
les six rayons de courbure. 

J’appellerai conjuguées en surface, deux’courburcs ayant 

4 
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DO 

le niùme imiirc, Iclirs (juc 



,)’ {k'r} {i'7-} 


J’apix'llerai cnnjuguées en arc, doux rourburcs avani le 
même accejit. telles que 


ik?y {-> 



F.iifin, on peut appeler réciproques, deux eoni'bures telles 
que l'indice de l’iine est éfjal à l’aecenl de l'autre, et réci- 
pnMpiemenl, eoinrae 


;t- (i' [y k)- 


On verra (juc ce luxe de notations, et de dénominations, 
éclaircit singulièrement renoncé des lois géométriques qui 
régissent les surfaces orthogonales; qu'il permet de simpli- 
fier les formules ou d'en ditninucr le nombre ; et qu’enfin, 
il peut servir de guide, tout aussi bien que rbomogénéité, 
pour éviter ou signaler des erreurs. 


§ XXX. 


EXPRESSIONS DES SIX COERBI RES. 


Oti recontiaît facilement, d’après les expressions (y) et 
(lo), cl la méthode suivie pour établir la première, que les 
six <-oui bures des surfaces orthogonales ont pour expression 
générale 


( 23 ) 


I h, dh, 
r h - hj dpi 


Leurs valeurs particulières sont d’ailleurs toutes comprises 
dans le tableau suivant, auquel nous aurons souvent ri'- 
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cours : 

^ ^1 I h dhj 

h, dp' r" /i, dp ’ 

d/t, 1 /;, d/l 

A, dp, r, /t dp,' 

d/l I __ A, d/l, 

/t dp, rj 4, dp, 

§ XXXI. 

COURBURES PARAMÉTRIQUES. 

Les six courbures de ce tableau ( a4 ) sont les seules que 
puissent admettre les surfaces conjuguées. Mais la formule 
(a3) en comprend réellement trois autres : en effet, lors- 
qu’on y fait l’accent j égal à l'indice i, elle donne 



(a5) 


r dp' 

I d/l, 

~ fl?! 


Les valeurs de r, i', , r', qui résultent de ces expressions, 
sont des longueurs, ou des rayons assignables; car, puisque 

^ ^ » if/i, étant de même l'spèce que //, , r<t’sera de même 

espèce que ds;, c’est-à-dire une ligne. 

Ainsi — représente réellement une certaine courbure, 

autre que les deux courbures définies de la surface p, et on 
pourra toujours la calculer, aussi bien que ces deux cour- 
bures classiques. Analytiquement, ce qui distingue la cour- 
bure^ des deux courbures ^ et c’est quelle dépend du 
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paramèlrc cliuisl ; car, si l’on cliangc p en £ = l (p), on n’a 
pas égal à ^ XX\ I ) ; lanilis <jue et ri'steni in- 
variables lors de ce cliangement (§XXMI). Profitant de 

. ... , , . r//< 

celte (lislinction carai tensliqiie, nous tiesignerons , —y 

sous le nom de courbure, parnmclriqiie. 

La formule (ii) établit alors le théorème suivant : En 
tout point it’unc ries surfaces représentées par une fonction- 
rle-point, le rapport ries rleux paramètres différentiels de 
cette fonction est égal à l 'excès de la courbure paramé- 
trique sur la courbure sphérique. 

D’où résulte ce premier corollaire : Lorsque le paramètre 
différentiel du second ordre est nul, la courbure paramé- 
trique est égale à la courbure sphérique. Et ce second ; 
Lorsque la courbure paramétrique est nulle, on obtient le 
paramètre différentiel du second ordre, en prenant, ai'ec 
un signe contraire, le produit du paramètre différentiel 
du premier ordre, par la courbure sphérique. 

§ XXXll. 

COl’HBL’URS ni’ SYSTÈME SPMÈIUQUE. 

Afin d’éclaircir et de vérifier plusieurs des théorèmes 
établis dans celle leçon, considérons particulièrement le sys- 
tème des coordonnées sphériques. Les trois fag[iilles de sur- 
faces conjuguées, .sont : i" les plans méridiens passant par 
l’axe polaire, et dont le paramètre est la longitude ou l’azi- 
mut a" les cônes droits entourant l’axe, et dont le para- 
mètre est la latitude y, 3" les sphères concentriques dont le 
paramètre est le rayon r. Posant donc 

(26) ? = ')', .:.= T, Pî=r; 

les ds, dont les valeurs sont connues, donnent les éga- 
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lilés suivantes : 

as = r cos f d-^ , 

I. _ , 

d.t, = -J- =r rds , 

fl, 

ds^-= — = dr\ 

h, 

d’où l’on déduit directement, pour les fonctions h , , 


{27) /< = ! » //, = -! /<, = 1; 

r cos Ÿ r 

ces valeurs, et leurs dérivées, transforineut ainsi le grou- 
pe ( 24 ) 



Comme cela était d’ailleurs évident, des six courbures 
trois soûl milles, savoir: les deux courbures du plan mé- 
ridien, et la courbure du cône de latitude qui correspond 
à sa ligne de courbure rectiligne. Des trois courbures ejui 
restent, celles de la sphère sont égales entre elles, et <à 
celle d’un grand cercle (ce que l’on savait) ; mais elles sont 
négatives (ce que l’on ne savait pas bien ), parce que leur 
centre commun est placé sur la partie négative de la nor- 
male à la sphère, c'est-à-dire du côté où le paramètre r 
diminue. Enfin, la courbure du cône de latitude, corres- 
pondante à sa ligne de courbure circulaire, et dont la \a 
leur absolue était facilement assignable, positive , parce 
que son centre, situé sur l’axe polaire, est placé sur la par 
tic positive de la normale au côiiej c’est-.à-dire sur la partnt 
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de eetle normale, dirigée du côté où le paramètre ç va en 
augmentant. 

Les trois courbures paramétriques sont uulles dans le 
système sphérique; car il résulte des valeurs (ay), que h 
ne varie pas avec p ou ni A, avec p, ou <p, ni /i, avec p, 
ou r. (Les courbures paramétriques étant pareillement 
nullcs dans les deux auti'es systèmes classicjues de coordon- 
nées, on comprend que ces courbures aient pu rester in- 
connues; on verra, par les leçons qui vont suivre, que 
leur considération est utile dans la théorie générale des 
coordonnées curvilignes. ) Appliquant ici le second corol- 
laire du § XXXI, on a immédiatement 


(29) 


A, -(( = O , A, (f = — 


rang 7 


A,r 


7, 

/■ 


§ XXXIIL 

SES COORDONNÉES THERMOMÉTRIQÜES . 


Le rapprochement des valeurs (ay) et (ay) conduit aux 
rapports 


(3o) 


i - 

< 


àir 


sin f 
— ■ ' ♦ 
cos Ÿ 

7 . 

~ y 

r 


d’où l’on conclut, d’après les règles du § XXI, d'abord, 
que le système sphérique est formé par trois familles de 
surfaces isothermes; ensuite, que les paramètres thermo- 
métriques de ces familles sont 


(3.) 


P = 'l'i 


p,= 




/ étant une longueur constante quelcontpie. 

Lorsqu’on adopte ces coordonnées p, et p, (3i), au lieu 
de <p et r (a(i), leurs paiainctrcs dilférentiels du premier 
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ordre, que nous désignerons par /t', , /i,, ne sont plus les //i> 
ailleurs, en dilîéreiilianl les deux dernières (3i), 

ou a 



I dtf 

cos Ÿ 




puis élevant au carré, faisant la sommation 



extrayant 


la racine carrée, et cela sur eha<-une des de\ix dérivées pré- 
cédentes, on obtient 


h' = — = 


( 32 ) 


cos 


rcos cp 


hl — -' 


Avec CCS valeurs ( 32 ), et celle {27) de h qui est conser- 
vée, la formule (36), § XXII, donne pour l’expression 
simplitiée des , dans le système sphérique, celle-ci 

I /d^F d^¥\ 


(33) 


A,F = 






7 ^ 


r'cos’ç 

où l’on doit considérer cos <p comme une fonction de la 
coordonnée />,, r comme une fonction de la coordonnée p%. 
Ce dernier paramètre p* représente le potentiel dans la 
famille des surfaces de niveau, sphériques et concentriques. 
Par rélimination de r, faite à l’aide de la dernière (3i), les 
valeurs (32) deviennent 


h\ =h = 


ù. 


h' z=z '^' 

V / ’ 


{39.bis) , 

' ' l cos <p 

et leur substitution dans les formules (24) donne 
(VA ’ — — L 

^ h dp,~ h\ do, ~ l ~ r' 

pour la valeur commune des deux courhui es de la surface 0,. 
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En résume, lorsque le système sphérique est rapporté .à 
ses coordonnées tlicrmométriqucs : i” les paramètres difl'é- 
rcntiels du premier ordre des deux familles de surfaces, 
conjuguées à la sphère, ont la même valeur, comme dans 
les systèmes cylindriques isothermes (§ XXMI) ; 2“ de là 
résulte naturellement l’égalité des deux courbures de la 
troisième famille, lesquelles sont positives , puisque le po- 
tentiel Pt augmente vers le centre d’attraction ; 3“ enfin, 
l’expression (33), de l’augmeiit d’une fonction-de-point, 
est évidemment la plus simple et la plus symétrique. Ces 
diverses propriétés sont méconnaissables avec les coordon- 
nées géométriques (26). 
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QUATRIÈME LEÇON. 

COURBURES DES INTERSECTIONS. 


Pians oscillateurs et courbures des arcs d’intersection des surfaces ortliogo- 
nales. — (’otirbures résultantes. — Relations entre les courbures des sur- 
faces et celles des arcs. — Application au système sphérique. 


§ XXXIV. 


REPRÉSENTATION D’UNE COURBURE. 


Pour démêler et énoncer les relations qui existent entre 
toutes les courbures appartenant, soit aux surfaces soit 
aux arcs s , , soit à d’autres courbes passant par un même 
|)ointM, il est souvent nécessaire de représenter chaque 

courbure 

tionnelle, dirigée de M vers le centre de cette courbure, ou 

sur son rayon même. 

•• 

Cette représentation est analogue à celle des forces en 
mécanique. D’ailleurs, on peut regarder une courbure 
comme étant, soit l’accélération normale correspondant au 
mouvement libre d’un point, dont la trajectoire passe en 
M, si sa vitesse e.st de i mètre par seconde^ soit la comjK)- 
santc normale de la force qui agit sur le point matériel, si 
la masse, ainsi que la vitesse, ^nt égales à l’unité. 

Traitant, dans le langage, cette analogie comme une iden- 
tité, nous parleions des composantes ou d«'S projections 
d’une courbure, de la résultante de plusieurs courbures. 
Quand on considèic la simplicité que ces dénominations 


^ par une ligne, qui lui soit égale ou propor 
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I inlroduiscnl dans les énoncés des lois, on s’étonne qu'elles 
> soient liclives et non réelles. 


xxw. 


EXPRESSIONS NOUVELLES DES SIX COURBURES. 

Les six courbures des surfaces orthogonales, (jue le 
groupe (a4), § XXX, donne au moyen des paramètres dif- 
férentiels /i, , peuvent aussi s’exprimer à l’aide des fonctions 

Eu effet, la formule (i4)) § X, par la suppression de 

l’indice, donne 

d ^ 

lUt I /dh do dh dp, dh dp, \ 

' dp h \dp du dp, du dp, du I ' 

I dp, 1 dp, 
h, du h,di^ U 

et faisant à chaque fuis la sommation on a, d'après les 

relations (a) et (4) du § VI, 


multipliant successivement cette équation pai 


(l bis) 


-S 

/,, O 


du 


4 ' 

I du 
dp ' 


dh 

dp. 


I O rfp> du h, dh 

h, 'J du dp h dp, 


I 

r, 

r. 


En opérant de la même manière sur la formule (i4)» 
§ X, prise avec / = i, et ensuite avec /= a, on complète 
le tabi eau suivant : 
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d^^ 


_ ' 0 'h' 
h, ^ du do 

1 1 ^ rfp, du 

r, h, ^ du dp ’ 




1 • C 

/(, du dp, 

r' // du do, ' 


à'iîl 

t ^ dp du 
h 0 du dp. 

I 1 0 du 

r* h,^ du dp, ' 


OÙ les six courbures géomélriques des .surfaces orlhogonale.s 
sont rangées, de telle sorte que les eourbures conjuguées 
en arc se trouvent sur la même ligne. 

On retrouve encore ici les courbures paramétri<|ues, 

quand on somme l’équation (1) multipliée ou gé- 

néralement, quand on somme la formule (i 4 )i S X, multi- 
pliée par ^ ce qui donne 


( 3 ) 


iS 


d f du 


dh 


< I 


is 


du d û 

do 

d’il! 


dp, du 

dh, 

du do, 

dp. 

d 


d^i du 

_ dh. 


du dû2 do. 



r 



r 


I 



valeurs que l’on obtient d’ailleurs directement, en dillé- 
rentiant la formule (2), § VI, par rapport à 0,. 


§ XXXVl. 

COURBURES RÉSULT.XNTES. 

I.es deux groupes (2) et (^I) eonduisent à une consé- 
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rjuciict’ remarquable, ou à une sorte de représcnlalioii des 
<lérivées 

d^' 

( 4 ) du 

dp, 

Ck)nsidérons, par exemple, les premières équations de ees 
groupes ; les — étant des cosinus, les dérivées ( 'j) seront 

de l’espèce de grandeur des - ; on peut donc les considérer 

O 

comme étant les projections, sur les axes des u, d’une ligne 

prise égale ou proportionnelle à une certaine courbure -• 

La grandeur et la direction de celte ligne sont faciles à 
déterminer ; en cflet, le premier membre de l'équation (i) 

étant, par hypothèse, la projection de - sur l’axe des «, on 
ju-ut lui subsii tuer puis, élevant au carré, faisant la 

sommation et extrayant la racine, on a 


( 5 ) 




A, h 

T’ 


d’après les relations (2), ( 4 ), § VI, cl la valeur générale 
(24)5 S XIV, des paramètres difTércnliels du premier ordre. 

La grandeur de la ligne supposée étant ainsi connue, 011 

aura 


(fi) 


cos 11 


h ^ du 
A, /t da 


pour les cosinus des angles qnc sa direction fait avec les u. 
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Cela posé, les é<|uallons roriiiaiit la première lij^iic (lu 

^'l'oupe ( 2 ) expriment que les courbures - et - sont res- 

'*1 

pectivement égales aux projections de la ligne ou courbure 
sur les normales aux surfaces p, et p,. El, eu projetant la 

même courbure - sur la normale à la surfarc o, ou aura, 
1 

d’après la première du groupe (3), la courbure paramé- 
trique de eetle surface. 

On arriverait .à des résultats analogues, en considérant 
successivement les secondes et les troisièmes lignes, des 
groufies ( 2 ) et (3). Ainsi, les six courbures géométriques, 
et les trois courbures paramétriques des surfaces orthogo- 
nales, SC présentent comme étant les projections, sur les 
normales à ces surfaces, de trois courbures 

A, hi 


que nous appellerons courbures résultantes, et qui sont por- 
tées sur trois lignes, faisant avec les u des angles dont les 
cosinus sont 


( 8 ) 


hi 


d 


<!pi 

du 


A, dp, 


9. 


chaque courbure, projetée on résultante, étant portée sur 
la droite où se trouve son centre. 


§ XXXVII. 

PL.\N OSCULATEUR DE L’ARC j. 

Cherchons maintenant les plans osculateurs, et les cour- 
bures propres des arcs , normaux aux surfaces orthogo- 
nales. Le plan oscillateur de l’arc sur lequel la coordon- 
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nw curviligne o varie seule, ayant une équation de la forme 

(9) Sa.(ü-«) = o, 

les trois constantes A„ doivent vérifier, i“l'é([uation qu’on 
obtient, en faisant varier les 1/ par rapport k p dans l’équa- 
tion (9), sans changer les U, et qui, en observant que 


du I do 

d a A’ du ’ 

d’après la formule (8), § VII. s’écrit ainsi 


(lO) 



= o; 


2" l’équation qu’on obtient, en dilTérentiant (10), toujours 
par rapport à p, et qui est 


(■') 



Car, ees deux équations ex|)riment que le plan (9), qui passe 
en M, passe aussi par un second point et par un troisième 
SC suivant immédiatement sur l’arc s. 

Ces constantes seront donc proportionnelles aux valeurs 


I I do\ I I doj 

r. A, du r, A, du 


<pii annulent le premier membre de la formule (lo), d’a- 
près les relations ( 4 ), § VI, et le premier membre de (1 1), 
d’après les valeurs du groupe (2). Le plan osculateur de 
l’arc s a donc pour équation 


, , o / 1 I rfo, II dû,\ 


Le plan normal au même arc n’est autre que le plan tan- 
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giMil il la surl'ace p, et son éi|iialion est 


(. 5 ) 



O. 


I.es lieux équations (12) et (i^l) représentent la normale 
prineipale. 

§ XXXVIll. 

COURBURE PROPRE DU MÊME ARC. 

Maintenant, si les U appartiennent an centre de la cour- 
bure propre de l'arc s, on doit pouvoir diirérenticr l’équa- 
tion (i3) par rapport a p, sans changer ces L', ce qui donne 


(■ 4 ) 




d’après les formules (8), § MI, et (2), § \ I. I.cs projections 
(U — m) du rayon de courbure de l’arc s, rayon que nous 
désignerons parpt, seront donc données par les trois éi|ua- 
lions précédentes. 

On satisfait aux équations (i 2) et (i 3 ), en prenant, avec 
le même coefficient les trois valeurs 


(i5) 


U — « = 


I i ^ 

//, liti 


I '/pÀ 
/■, //, lia J ' * 


3 . 


qui annulent le premier membre de (i 3 ), d’après les re- 
lations (4 ), § 3 ' I, et It’ premier membre de (12), d’après les 
formules (2), (4), § VI, et les premières du groupe (2). 
En substituant ces valeurs (i 5 ) dans l’équation (i 4 )) on a, 
encore d’après les premières (2), 


(16) 


/ 



équation qui détermine le i oeffieient A . Enfin, ces mêmes 
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valeurs (i 5 ) ilomient 

d’après les relations (a), (4), § M, et l’équation (i6). 

Ainsi, le coefficient k est égal à p’, et l’é(|uation (i6) 
peut s’écrire ainsi 

(.8) p = 

c’est-à-dire i[ue le carré de la courbure propre de l’arc s est 
égal à la somme des carrés des deux courbures des surfaces 
orthogonales. i|ui sont conjuguées en cet arc s. Puiscpic k 
est égal à p’, les valeurs (i5) donnent 


i; — « /i 1 up, P 1 np, 

('9 = - r T~ r 

P r, n, au r. A, rlu 

pour les cosinus des angles que p fait avec les (i ; d’où l’on 
déduit aisément 

\ ^ P h, du ■ r, ’ 

( ?,o ) ■ 

i O U — ut dp, P 

1 ^ P h, du r, ’ 

pour les cosinus des angles que p fait avec les normales aux 
surfaces p, et p,, ou avec les rayons r, et /•,. 

Soient tracés, sur le plan tangent à la surface p en M, 
les centres C, et C, des courbures 


I I 

et - , 
c, r, 

lesquels points se trouvent respectivement sur les tangentes 
orthogonales aux arcs s, et j„ à des distances MC, et MCj 
égales à c, et r,. On s’assure facilement que la perpeiidicu- 
laircMP, abaissée de M sur l'hypoténuse C, C,, représente. 
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en graiuleiir ei en (lircclîon, le rayon de rourbure />. Kn 



c. 


efl'et, soit MF = F, la (igiiie donne 

P = pia.rë,, 

P‘=(r;-P>).(r;-P’); 

développanl et réduisant cette dernière relation, on a 
o = r;c;-P=(r; + r’), 
équation <[ue l’on peut écrire sous la forme 

I I I 

Donc P est égal h p (i 8 ), et il a la mt^mc direction (20), 
puiscfue 

cos PMC, = “ J 

r, 

cos PMC,= - • 

r, 

On jMîHt donc dire que la coinhure propre de l'arc s est 
la rèsidtante des deux courbures - • -» conjuguées en cct 

C I ff 

arc j ou, inversement, que les deux courbures du système 
orthogonal , conjuguées en l'arc s , sont les composantes 
de la courbure propre de cet arc. On pouvait établir ces 
divers théorèmes par des considérations purement géomé- 
triques; mais les formules de leur démonstration analytique 
étaient nécessaires, ear elles vont conduire à d’autres con- 
sétjuences importantes. 

5 
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I ECONS 


§ XXXIX. 

CENTRES DES COURBL'RES RÉSUF.TANTES. 


La ligne ou courbure résultanie § XXXVl, est silut'c 

dans le plan oscillateur de l’arc s: car l’équation (la) de 
ce plan est vérifiée par les valeurs 


tJ 


H = 7’ 



3 , 


appartenant au point de celte ligne, situé à la distance q du 
point M qui est lui-nièmc et sur la ligne et sur le plan. 

Ou a, d’après la valeur ( 5 ), les groupes (1 bis) et (. 3 ), cl 
l'équalioii (18) 



D’où il suit que, si l’on porte sur la tangente à l’arc v, ou 
sur la noriualc à la surface p, une longueur .MC égale à 


I 



on démontrera, comme plus haut, que la perpendiculaire 
MQ, abaissée de M sur riiypoténuse PC, est égale au 
rayon q. 

De plus, cette perpendiculaire a la direction de la ligne 

laquelle direction n’est autre que celle de la normale au 

plan représenté par l’équation (i4)> d’après les cosinus (6). 
En effet, ce plan (i 4 )i normal au plan (12) et passant en P, 
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va aussi passer par le point C, dont les coordonnées 


I r/o 



3, 


vérifient son cijualion, d’après la première (3)^ il coupe 
donc, perpendiculairement, le plan osculatcur suivant la 

ligne PC; et sa normale, ou la direction de j •> n’est autre 

f[uc .MQ. 

Ainsi, le point Q, déterminé par la construction précé- 
dente, est le centre de la courbure résultante-- Il faut re- 

7 

marquer que ce centre, toujours situé dans le plan oscilla- 
teur de l’arc s, change de position, lorsiju’on remplace le 
paramètre p par ; = f (p), puisque la ligne MC n’a plus la 

même grandeur : ou, autrement, puisque la courbure - est 

7 

la résultante, de la courbure paramélri<]ue, qui est chan- 
geante, et de la courhnre propre de l’are s, qui reste in- 
variable. 


§ XL. 


RELATIONS DES COURRIIRMS DES ARCS 


Considérons a la fois les troiscourbttres des arcs s, ; soient 
l>, leurs rayons, on aura, par I wpialion (i8) et ses lio- 
mologiies , 


(aa) 
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Désignons par ni le cosinus de angle compris cuire 

p\ et par /«j celui de (/^j, p)^ par celui de (p, et 
par («, n,, «,) les sinus des mêmes angles. L’anglc-plau 
(P\t pi) est opposé à un angle dièdre droit, dans l’angle 
triêdre dont la troisième arèle est la normale à la sur- 
face p, lieu des rayons r' et r"*, on a donc, par une formule 
connue, 

cos{p,x /?j) = cos (/?,,/•') cos (/>,, r"), 
ou la première des valeurs homologues 


( 23 ) 


nt — — 7 —,, » 


/ r 


W,=r -V- ^ 


W,= 


_PPy 
/ 


Dans le carré m*, qui est le produit de deux fraclions, 
on peut substituer, à Tune ou à l’autre de ces fractions, sa 
valeur prise au groupe { 22) ; on a ainsi 



ei, par des réductions empruntées au meme groupe (22), 
on arrive aux doubles valeurs 


(^4) 


M « • 

I 


n . 


n 


J? "i ».> 
'^1 ^ 

ni 

7^ P P, 

2 " 2 / 2 
r]r ^ 


P' 

$ 

r. 


p\ 

n 

r 


P\P \ 

p\p" 

2 ' î 

rr 

I ï 



qui, multipliées par divers facteurs, et rapprochées des 
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cariés tlos m, (aS), conduisent aisément aux égalités inul- 
tlpJes 


(-. 5 ) 



n ’ — in \ = 
n’ — /«I = 






où les valeurs communes ‘f' et 9 ", sont les deux fractions 


‘f' = 


P P, Pi 


fÇ": 


P P, P, 


§ XLI. 

COUllBURES DES SURFACES PAR CELl.F^ DES ARCS. 

Le proiluit de ees fractions (a6) donne évidemment celui 
des carres m’ ( a 3 ) ; d’où 

(27) 

La somme des premiers membres des égalités multiples 
(a 5 ) est (//* — m] — d’après la première (22), et, puis- 
«jiic rt’=i — il vient 

(28) 

Les deux relations précédentes donneront, en fonction des 
cosinus OT,, les deux produits distincts î* et ‘S", par les ra- 
cines d'une équation du second degré, dont la composition 
est facile. Enfin, le groupe (a 5 ) donne h l’aide de ces ra- 
cines, 


p] 



r ' 


r n, 

P'i 


/P 


«ï ’ 

'! ’ 

P' 


j>] 

r'i 

n 

n] 
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Si domr, ou comiail les rayons de courbure />,, des trois 
arcs 5 ,-, <|ui passent en un inèinc |X)inl ^1 du système ortho- 
gonal, et les angles aux cosinus et sinus /n,- et que font 
entre elles leurs normales principales, les équations (ag) 
délerniineront les six courbures des surfaces conjuguées, 
au même point M 

Lorsque deux des trois normales principales feront entre 
elles un angle dioit, le cosinus ;n, correspondant étant nul, 
‘JP' ou 'JP" s’annulera, d’après la relation (aj); par suite, 
une des six com hures des stirjaccs conjuguées sera néces- 
sairenient nulle, d’après les valeurs (26) ou (ag). 

Pour que les produits 'JP" et ‘JP" (26) soient égaux, il faut 
que les »//. vérifient l'équation 

( 3 o) (1 — m' — êu] — m\)‘ = l\"d m\ ni ] 

d’après les relations (aj) et (28). 

§ XLII. 

APPLICATION AU SYSTÈME SPHÉKIOUE. 

Les formules établies dans cette leçon, et les théorèmes 
tju’on fit déduit, couduirontà des coh séquences importantes, 
quatid nous pourrons les appliquer à des systèmes ortho- 
gotiaux complets, ou sans courbures nulles. Lesystèmesphé- 
I i(|ue, <|ui est loiti d’èlrc datts ce cas, peut cependant lour- 
iiir quelques vérifications, surtout lorsqu’il est exprimé par 
ses coordonitées thermométriques, qui sont (§ XXXIII) 



;■ étatit la fonction — > a et cos <f étant, des fonctions de pi- 
Avec ces coordonnées, les //, ont les valeurs 


/ eus ^ / l*OS f t 
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Si Tou évalue les six courbures des surfaces conjuguées 
(24), § XXX, à l’aide de ces valeurs des //,, en observaiil 

<jiie ^ = eos (f, cl exprimant les résultats obtenus en r et 

ç, on reproduit le tableau (28), § XXXII, mais avec celte 
didércnce, déjà signalée, que les deux dernières courbures 
s’y présentent positives, parce que le paramètre p* aug- 
mente quand on marche vers leur centre. 

Les courbures paramétriques ne sont plus nulles. Elles 
doivent être égales aux courbures sphériques des surfaces 
conjuguées, d’après le premier corollaire du ^ XXXI; on 
trouve, en elfct , 


tlh (lh^ 

dp ~ dpi 


tang ^ f///j 

'• ’ il pi 


2 

r 


Les formules (22), § XL, donnent pour les courbures 
propres des arcs 5, , 


1 I 

d’oii 


r cos tf , 

P rcosç^ 

P — 

1 1 

d’où 

/'- = 


I 

- = o, 

d’où 

Pi = 

X , 


ce qui devait être. 

Les courbures résullanles ^ sont, en employant une no- 
tation introduite dans le nouvel enseignement de la mé- 
canique. 


- = rés. 1 

Uh ,\ 

I 


W p) 

r cos 

■ > 
? 

I 

— = res. 
7* 

IM, . \ 

1 


Vp' P J 

r cos 

J 

f 

1 

— = l’OS. 

7> 

\dpi Pt J 

1 = ^ 
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Le cotUie de eouibiirc Q, est au milieu du rayon r, sur la 
partie aetuellemciit positive de la normale à la sphère. Le 
centre Q est celui du petit cercle parallèle à l’éqn.ateur. Et 
le centre Q, se confond avec Q, puisqu’en appliquant la 
construction du § XXXIX, le point P est le centre même 
du système sphérique, le point C celui de la courbure du 
cône de latitude, et que, conséquemment, l'hypoténuse 
PC se confond avec l’a\e polaire. 

Ainsi, les deux courbures résultantes - et — sont égales 

q q, 

et ont le même centre. Mais, malgré cette superposition, 
chacune d’elles conserve sa propriété caractéristique. La 

courbure résultante- = • — — > relative à la surface o, donne; 

q r cosy ‘ 

i" par sa projection sur la normale à p, la courbure para- 
métriijue ou sphéricpic du plan méridien, qui est nulle*, 
2" par sa projection sur la normale à p,, la courbure du 
cône de latitude; 3 ° par sa projection sur la normale à p„ 
une première courbure de la sphère. La courbure résul- 
tante — = — — » relative à la surface p,, donne: 1“ par sa 
q, rcosq ' '■ 

projection sur la uorinalc à p,, la courbure paramétrique 
ou sphérique du cône de latitude; 2“ par sa projection sur 
le rayon, la seconde courbure de la sphère; 3 ” par sa pro- 
jection sur la perpendiculaire au méridien, une de scs cour- 
bures nulles. 
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CINQUIÈME LEÇON. 

LIQUATIONS AUX DIFPF.RENCES PAIITIKULFS. 

Êqualions qui rd^issent Ica fonctions — Variations des courbures. — 
Application aux systèmes orthogonaux cylindriques et coniques. — Équa^ 
lions qui régissent les fuiiclions uou(x,/,« ). 


§ xuir. 


EQUATIONS EN 11, OU - PREMIER GROUPE, 


l.ors(ju’on doil employer le sysièuie des coordonnées 
curvilignes p,, les paramètres différentiels du premier 
ordre //, sont trois fonctions de ces coordonnées tpi'il faut 
connaître, soit pour calculer les courbures des surfaces con- 
juguées, suit pour exprimer les deux paramètres diffcreii- 
liels des fonctions-dc-point, qui se présentent dans la ques- 
tion que l’on traite. Or ces fonctions /i, vérifient six é<jua- 
tions aux différences partielles qu’il importe d’établir. Car, 
ces équations sont indispensables pour effectuer certaines 
transformations, et c’est par leur intégration qu’il faut pro- 
(éder, pour obtenir le système de coordonnées qui doit 
remj)lir un but déterminé. On parvient aux étjuations dont 
il s'agit en exprimant les conditions d’intégrabilité «les 


trois cosinus 



des angles que la direction fixe «le 


l’axe des u fait avec les normales aux trois surfaces; «-e.s 
cosinus étant considérés comme des fouclittns de (p, pi, p,). 
I.cs lormulcs (i4) cl (ta), § X. donnent pour les trois 
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dérivées premières de la fonetioii ( valeurs 

■: 

du \ dh d^ I dh r/p, i dh r/p, 

dù h f/p du h d^^ du U r/p, du 

d'^ 

du 1 dh do /d dh, dp, 

dp, h dp, du h] dp du 


(0 


, d 0 
d — - 

du 1 dh do h^ dhi dp^ 


\ dp-i h dp-i du h\ dp du 

Oii mcl facilement ces équations sous la forme suivante : 


(^) 


d ‘ 



,1 * 


h du 

I 


U — • 

I 

dp 

li^ 

d II 

d Q, 



i'-if 



d - 


h du 

I 

It/, 

Jh 


dp. 

h, 

du 

dp 


do 



A ' 


h du 

I 

h 

4 


d 

1 

“JT, 

du 

dp 


!h 




et si , pour simplilier, on pose généralemcnl 




i 

I 1 

' h, du 


CCS équations (2) deviennent 


{■D 


dp 'h, dp, * H, d p-^ 

- 1) 1 HL 

dp, ' H dp 

HL = Il 1 HLL. 

d o-i * 1! do 
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Eli parlant des dérivées des fonctions on obtient , 

'■ tlu du 


(le la même manière, celles des cosinus U,, U,; ce qui 
donne en tout neuf équations ; trois d’entre elles ont trois 
termes, et la première (4) fait partie de ce groupe; les six 
autres n'ont que deux termes, et sont comprises dans la for- 
mule générale 


(5) 


dpy ^ H. dfi' 


où les indices / et j sont essentiellement différents. 

Cela posé, différentiant la seconde des valeurs (4) [>ar 
rapport à p, , et la troisième par rapport à p , , on aura deux 
valeurs de 


du 

dp, dp,’ 


lesquelles doivent être égales, en vertu de rintégrabilité 
de la fonction U. ('c(jui donne d’abord 


1- £Ü 

r ' 1 dll, dU. 

' dp, H dp c/p, 

— r 1 

’ dp, 11 dp dp, 

et ensuite par la substitution des valeurs des dérivées 
'■^^1 déduites de la formule (5), 

d-i-”' 

Il df 1 dH, 1 dll, 

TiJ. ^ ÎT d7^ H~dZ 

I J. lü’ 

* Il d p I dH, 1 dll, 

dp, ’ H, dp. Il dp 

Or, la direction (ixedela cooidonnée rectiligne ii est arbi- 
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traire. Par oxemjile, elle pourrait èlrt;, ou parallèle au 
plan laugeiil île la surface o, , et alors U, serait zéro, ou 
|>arallèlc au plan langent de la surface p, , ce qui annule- 
rait U,. Eu un mot, IJ, et II, n’ont aucune relation néces- 
saire. L’équation (6) doit donc être satisfaite, quel que 
soit le rapport de ces deux cosinus. C’est-à-dire (|ue les 
cocflicieuls de U,, dans les deux membres, doivent être 
égaux, ainsi que ceux de U,; ces coefficients étant coraplé- 
tcuicnt indépendants de la direction de m. 

Ou a donc séparément les deux premières équations du 
groupe 



_ I f/U, I f/H. 

‘'h777. 

1 f/H, I f/H, 

</p. 

“ ÎÎ7 H 7/ P ’ 

dp, 

“ iT 777 H ~dj ' 

. ,/n. 


d-L^ 


H. </p, 

I f/H, I f/H 

H, dp. 

I f/H I f/H. 

rfp 

H dp H, dp,' 

dp. 

H, dp. H, dp. 

d ' 


, I dW, 


H, df. 

_ t f/H 1 f/H, 

‘‘tr. 77: 

I f/H, I f/H 

df, 

“tb s; dj;' 

d P 

”H dp H, f/p,’ 


les quatre autres se déduiraient, de la mèiiic manière, du 
l’égalité des deux valeurs 


, f/’P, , fCU. 

de - — de • ' 

«0, « P a P n p, 

On reconnaît uiséiueiil que le di’-veloppemcnt des six étiua- 
tions (7) n’eu donne que trois qui soient distinctes, et que 
\oici : 


f/’H 

1 

f/H 

f/H, 

1 

f/H 

f/H, 

dp, dp. 

""ïï; 

f/o. 

f/p, 

* — » 
H, 

f/p, 

dp, ’ 

f/MI, _ 

1 

f/H, 

f/H, 

1 

-1- 

f/H, 

f/H 

f/p, d P 


dp. 

dù 

^ H 

f/p 

f/p,’ 

f/’H, _ 

1 

f/H, 

d\\ 

1 

-C- — 

f/ll 

> f/H, 

f/p f/p, 

" ïi 

d r, 

dp. 

H, 

, dp. 

d n 
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§ XLIV. 


ÉQUATIONS DU SECOND GROUPE. 

Mais, en difTérenliant la seconde (4) par rapport à p, 
et la première par rapport à p, , on aura deux valeurs de 


rf-U 
(lo rlf, * 


lesquelles doivent être encore égales; ce qui conduit à trois 
nouvelles équations que doivent vérifier les fonctions H,, 


ou 


/‘i 


L’égalité indiquée donne d’abord 

di — 

°H rfp 2. HL HL 

' ^/p H dp dp 


J 1 rf H . I rf H 

-L Hi HL_ U ' ^ 

dp, H, dp, dp, ’ dp. 


I rfH </U, 
H, dp-, dp. 


Substituant, dans cette équation, aux dérivées * 

leurs valeurs déduites de la formule (5) , et .à la valeur 

HL — _u — 

dp, dp, dp' 


homologue de la première (4), elle devient 

/ilHi' |±1Ë\ 

\ f/p ^Pi / H, H «p 

= i-H!/'u-— '-t-uL — 

n, dp, \ ’ H, dp, II dp J 

il. Hî 

_ U ‘ - U -i- -LL -L H!. 

' dp, ' U, dp. H, dp. 
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Ici, les termes eu L],éianl égaux de part cl d’autre, se 
dclniisenl; au second membre, le coellficient total de U, est 
mil de lui-même, d’après une des équations du groupe (7). 
Divisant donc par U,, seul cosinus qui reste, on a la pre- 
mière des trois équations du groupe 


.1 ' 

1 r/H, 


1 H, '/p, 

H ,/o 1 

i • i 

f/Il ,/H. 

1 'Ip, 

^ r/p 11 ; 

,/p, ,/p, 

1 al — ’ 

,1-1 — 


/ H <l P 

IL ,/pi . ' 
-I *— H ; 

,/n, ,/H 

1 

,/p, h; 

f/p, ,/p, 

1 d ' 

d-L lü 


1 IL f/p, 

(/p, 

H, r/p, J_ 

,/p, H’ 

,/H, ,/H, 

,/ P ,/ P 


les deux autres se déduiraient, de la même manière, de 
l’égalité des deux valeurs 


, rf-U, . rf’U, 

-, — T~' . J— 

rfpirfp 

Les six érpialions aux différences partielles (8) et (9) 
sont les seules, réellement dislinrtes, que doivent vérifier 

les fonctions H,-, ou 


S XLV 

' ÉQUATIONS SECONDAIRES. 

Par mi tous les corollaires qui résultent de la combinai- 
son des équations (8) et (9), nous distinguerons les deux 
suivants, en raison de leur symétrie. On reconnaît aisé- 
ment, à l’aide du groupe {7) , qui n’est autre que celui (8) 
mis sous une double forme, l’égalité des quatre expressions 
suivantes : 


niQiiiiflfiiiy. Gûogle 



SI n I.ES tnollDOMUÉF.S Cl nVILIG>ES, ETC. 


7 !) 


r/Il rtw, f/II, (in r/H, 

f/p; t/ P fi Pi dpi f/pl dp 

HH, II, 


Une combinaison toul aussi facile des trois c(|ualions du 
groupe (9) conduit à celle-ci : 

I dH, n, I f/H,H I dini, 

i " n d p “h, dpi “TT, >/p, 

(11) ' >lp dpi f/p, 

f — 1 lüL lÜ! ' lili 

H dp dp H, tlpi dpi II] dp^ dp-, 

§ XLVI. 

VARIATIONS DES COURBURES. 

Toutes les équations aux diflérences partielles, que nous 
venons d'établir , peuvent s’exprimer à l'aide des arcs 

élémentaires rit, et des six rayons de courbure r^\ sans 

mélange de paramètres d’aucune espèce. Elles indiquent 
alors les lois géométriques, essentielles et peu nombreuses, 
qui régissent les courbures des surfaces orthogonales et leurs 
variations. On obtient les expressions dont il s'agit, en 

remplaç.ant d’abord les //,■ par les ^ » dans les valeurs des 

arcs fisi (y), § MI, qui deviennent 

(12) üdp z= dt, Hidpi = dSi, l\,dp,= ds,, 


I 1 J. _ 1 

‘ \ÏÏ~, H 777/ _ 


,1 ( 1 . 


( 10 ) { \\l dp H. dp,) 

1 1 /'j. i. 'iüA ' 

I \H. dp, H, dpi)_ 
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el clans celles des eourbnrcs (5i4), § XXX , d’où le nouveau 
labl(‘au ; 


1 

c/ 11 , _ 

H, 

I 

c/11, 

ïï 

c/p ~ 

"7’ 

ïï 

<fù 

r 

c/n,_ 

11, 

I 

ftH 

ïî^ 

c/p, 

— r ’ 

ïï 

1 '/p, 

I 

c/11 _ 

H 

1 

c/n, 

ïï; 

c/pi 

r, 

ïb 

ii 0, 


Celle préparalion faîlc, la première i-qiia lion dugrouj>e( 7 ) 
devienl successivement, .à l’aide des valeurs (i3), 


,1b 

' r' ^ H, II, 
c/oj r\ r” 


H, 



H, H. 


H, H, 


o; 


cl divisant par H, il,, remplaçant \\,dp^, parc/^ti a la 
première des six relations suivantes ; 



les cinq autres traduisent, de la môme manière, le resic 
du groujie ( 7 ). 

Toujours à l’aide des valeurs (i3) la troisième du 


-jd Google 


SI i; i.Es cooiii)ONM^:FS cLn viu<;>ns, ktc, 
groupe (y) ilevieiil successivement 

, II. , H, 

■ f t| ^* / ” 


/ ' / 


I 




(lo-i 


~~r 

r 


r/r^, ri O, 

. J_ 

‘ r. H. n, 
— 1 


flp, 


Si 


et divisant encore par H, Hj, remplaçant Hj rip» par 
H, r/p, par fIs^^ on a la premièn* des trois relations 



les deux antres traduisent, de la même manière, le reste 
du groupe ( 9 ) , pris dans un ordre inverse. 

Rappelons mainlenanl les dénominations introduites au 
§ XXIX; remanjuons rpie le plan d’une courbure est celui 
du cercle osculalcur; enfin, appelons variation d'une 
(juantité suivant une certaine ligne y la limite du rapport 
de l’accroissement de celte (pianlilé à l’arc parcouru sur la 
ligne. Avec ces conventions on peut énoncer ainsi qu’il 
suit, et en quelque sorte géométriquement, tous les résul- 
tats qui précèdent. 

Les six relations (i4) sont compiiscs dans celte première 
loi : La variation d’une courbure , suivant l’arc normal à 
son plan y est égale au produit de sa conjuguée en arc y 
par son excès sur sa conjuguée en surface. Les trois rela- 
tions (i5) sont compriscîs dans cette seconde loi : Le produ t 

G 


8 a i.F.Ç'ONs 

des deux courbures d'une meme surface , augmenté de la 
somme des carrés de leurs conjuguées en arc, est égal à 
la somme des variations de ces deux dernières courbures , 
Suivant leurs arcs réciproques. 

§ XLVII. 

LOIS SECONDAIRES. 

Ces deux lois sont seules distinctes et nécessaires. Elles 
expriment complètement les conditions géométriques, im- 
posées aux variations des courbures par l'orthogonalité con- 
stante des trois familles de surfaces conjuguées. Les autres 
lois, que l’on pourrait déduire de la considération des infini- 
ment petits, ne pourraient être que des corollaires des deux 
précédentes, comme celles qui ne feraient qu’énoncer les 
relations dé-duites, par toutes les combinaisons imagi- 
nables, des groupes (i 4 ) et (i5). 

Dans les recherches de cette nature, la méthode purement 
géométrique est sans contredit fort élégante, mais elle a le 
désavantage de laisser ignorer la liaison qui existe entre les 
dillércntcs lois que l’on découvre ainsi, de ne pouvoir assi- 
gner celles qui .sont primitives et celles qui ne sont que se- 
condaires, de n’indiquer aucune limite où l'on doive s’arrê- 
ter. Tandis que la méthode analytique, moins attrayante, 
répond d’une manière précise .à toutes ces questions. 

Les équations (lo) et (i i), déduites des groupes ( 7 ) et ( 9 ), 
peuvent aussi s’exprimer h l’aide des courbures et de leurs 
variations. Mais, au lieu de les transformer à l’aide des va- 
leurs (i3), il est plus simple de chercher directement leur 
traduction, par la combinaison correspondante des rela- 
tions (i 4 ) et (ifi ). 

On constate aisément, d’après le groupe (i4)> l’égalité 
des quatre expressions suivantes : 
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laquelle n’est autre quecelle indiquée par les équations (lo), 
et qui établit cette double loi : Si l’on multiplie la somme 
des courbures de chaque surface par le produit de leurs 
conjuguées en arc, et qu'on retranche ensuite la variation 
de ce dernier produit suivant l'arc normal à la surface, on 
aura trois différences, lesquelles sont égales entre elles 
De plus : Si l'on forme le produit des trois premières cour- 
bures (4” ^ P celui des trois secondes ( — -LV 

\R R, R,/ 

§ XXIX, la somme des deux produits , ainsi obtenus, 
sera la valeur commune des différences précédentes. On 
remarfjuera que ce partage des six rayons de courbure en 
deux groupes (/•'/'r,, et r" r, /•',), est le seul pour lequel 
les trois rayons de chaque groupe sont orthogonaux, ou for- 
ment les trois côtés d’un parallélipipède rectangle. 

Si l’on désigne la courbure sphérique de la surface 6, par 


■T, 


on déduit, sans peine, de la combinaison 
tions (i5), l’égalité 

des trois rela- 

1 / X. J- / s, d- , 

d-i 


V ’’ 

(l8) { \'^/ X»: 

./ 'is. 

1 III 


1 ~ r r" r' /■, riT^' 

G. 
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]ai|udli‘ n’esl auirc <|iic relie imlit[uée j>ar réfjualioii (ii), 
el qui établit ectlo loi : Si, thi carré de la courhurc sp/ié- 
rique de chaque surface coordonnée , on retranche la va- 
riation de cette courbure sphérique suivant l'arc normal à 
la surface, on aura trois différences , dont la somme sera 
é j’aie à celle des trois produits qu’on obtient, en multi- 
pliant l’une par l'autre les deux courbures de chaque 
surface. 

Plusieurs autres combinaisons, qui sc présentent naln- 
rellement, surtoutà IMnspection du groupe (i4)i conduisent 
à d’autres lois secondaires, pinson moins simples, que l’on 
énoncerait d’une manière analogue. IVous les passons sons 
silence, car leur source commune étant maintenant bien 
connue, les repioduirail immdlialenieni s'il en était ])csoin. 

§ XIAllI. 

SVSTi'MbS t.VLlNDUlOl KS. 

Pour rendre encore plus précise rinterprétalion des rela- 
tions (i/j) et (i5)^ applicptons-les aux systèmes ortliogo- 
naux, cvlindriques et coniques, qui, quoi<jue les plus 
simples, ont encore une grande généralité. 

Dans les systèmes cylindriques oriliogonanx, une des 
ramilles, celle au ))aramètrt! j5,, étant composée de plans 
jiarallèles, ses deux coui bures sont nulles partout; on a 
doiH' 

(u)) -=o, 4- = O. 

r, r. 

De plus l’ai'c .f,, imrinal .à ces surfaces planes, étant une 
ligne droite, dans toute son étendue, li's deux courbures 
conjuguées en cet arc sont pareillement milles; on a donc 
encore 
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si 11 1.1 > t;i)niuio.% m'.K' (iinii.KiMis, fcic. 

Il lie reste pins que les tiens courbures réci|iro(jues cl — 

l.a première est la courbure du evliiulre au paramètre p, et 
sou are est 5, ; la seconde est la courbure du cylindre au pa- 
ramètre p,, et sou arc est î. Elles sont aussi les courbures 
propres de leurs arcs; ou, autrement, et r' sont respecti- 
vement les deux rayons de courbure des deux trajectoires 
planes et orthogonales s et s,. 

Par la substitution des valeurs (19) et ( 20), le groupe (i 4 ) 
donne quatre identités, et les deux relations 


•'p 


(U, 


= 0, 


d' 


r, 



lesquelles indiquent que les courbures des ares s, et 5 ne 
changent pas, quand on s’élève sur l’arète commune à deux 
cylindres p et p, ; ce qui est évident. Par la même substi- 
tution, le groupe (i 5 ) donne deux identités, et la relation 



laquelle exprime cette loi : Ln somme des variations des 
deux courbures cylindriques suivant leurs arcs réci/iroques, 
est égale à la somme des carrés de ces courbures memes. 

Le système habituel des coordonnées polaires planes n’est 
(pt'un système cylindrique particulier. Alors, la famille de 
cylindres au paramètre p, se composant de plans méridiens, 
sa courbure est nulle; on a donc encore 


- = o; 

C| 

la famille au paramètre p se composant de cylindres droits 
i:oncentriipies, dont nous tlésignerons le ravon par y ( — p), 
sa courbure est celle du c ercle de rayon •/, mais prise néga- 
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LEi:«»s 

livc'inunt \XM1I) -, 011 a doiir 


? 


7 


Avec tes valeurs |>artitulières, l’équalion (ai), où l’on 
remplace fis par dy, se réduit à l’identité 



Ce (|ui complète une première vériücatioii des groupes (i4) 
et (i5). 

§ XLIX. 

SVSTÈMES CONigUES. 

Danslessystèmesconiquesorlliogonaux, une des familles, 
celle au paramètre p„ étant comjioséc de sphères concen- 
triques, dont nous désignerons le rayon par y (= p,], ses 
deux courbures sont égales entre elles, et à celle d’un grand 
cercle de la sphère, mais prise négativement; on a donc 


Üe plus, l’arc 5, normal aux sphères étant une ligne droite, 
dans toute son étendue, les deux courbures conjuguées en 
cct arc sont milles partout; d’où 


(a3) 


I 



Des deux courbures réciproques p, p > qui restent à définir, 

la première est la courbure du cône au paramètre p, et 
son arc est j, ; la seconde est la courbure du cône au para- 
mètre 0 ,, et son arc est s. 
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Ici, les deux courbures propres - el - des arcs 5 et ^i, ou 

PP' 

des trajcctoiies spliériijues oi lhogonales, ne sont pas repré- 
sentées par - et -,j sont données par les relations 



d’après les formules (22), § XL. 

Par la substitution des valeurs (22) et ( 23 ), les rela- 
tions (i 4 ) deviennent, en remplaçant dSi parc/y, 



l.a deuxième et la troisième sont identiques. Les deux der- 
nières disent, ce qui est, que la courbure d'une sphère est 
la même en tous ses points. P^r une intégration facile, la 
première et la quatrième expriment cette loi, que les rayons 
des courbures coniques r' et r, varient comme le rayon y, 
quand on s’élève sur l’arête commune à deux cônes p et p, ; 
d’après les relations (24), la même loi s’étend aux rayons 
P et Pi \ cette loi est d’ailleurs évidente. Des trois relations 
(i 5 ), les deux premières se réduisent à l’identité 
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lu ti'uisièino 


LE<’Ü>S 


(•-'5) 




di 


(is^ 



et exprime la loi qui régit les variations des courbures des 
cônes pi et p suivant leurs arcs récipro<jues. 

Le système babitucl des coordonnées spbéricjues n’est 
qu’un système conique particulier. Alors, la famille de 
cônes, au paramètre p, devient celle des plans méridiens, 
dont la longitude est i]/(=pj, et sa couiburc étant nulle 
partout, on a 


La famille au parainèlie p, est celle des cônes de latitude 
(j>(=p,); sa courbure, qui est positive, a pour expression 


>_ _ «-‘ng T 
r, 7 

Avec ces valeurs particulières, l’équation ( aS), où l’on rem- 
place tls, Y>aryd(f, et que l'on multiplie eusuile par y', s<- 
réduit définitivement à l’identité 


I -+- tang’ Ÿ ~ 


d tang 7 

d 7 


Ce qui complète une seconde vérification des groupes (i4) 
et (.5). 


§ 

fiÿUATlONS EN h; h ÉTANT x, OU _i, OU z. 

Pour acbever, ici, la théorie générale des systèmes or- 
thogonaux, établissons ses dernières formules. Toute coor- 
donnée rectiligne n est une fonction des coordonnées curvi- 
lignes (p, p,, p,). Cette fonction vérifie plusieurs équations 
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•iiix tlillémicfs [i.'irtifllcs, iju’il impoiTc du connailru, cai- 
files eiiireiit comme parties essentielles dans diverses 
(picstions. • 

l.a seconde des formules (8), § Mil, donnant 


<lu 


‘ tlo- 


si l’on substitue ces valeurs dans l’équation (ii), § l.\, 
cette équation devient 


(aG) 


üh; — dA‘ — 

, , (iOi , , (iûi 

h] ^ -f hj p-L.' =: O, 


d 0/ 


dn; 


3, 


ou bien, en la développant et réduisant. 


d’ U 


I d/ij du I r//i, du 

TT T7 TT T ~ ® > 


(27 ) . I -, . 

dfid^j Aidojdpi /ijdpidaj 

Ibnnule qui comprend les trois équations suivantes ; 


rf’ U 

I d/l, du 

1 d/l, du 

dpi dp-. 

/i, dp, dù, 

/i, dp, dp. 

d’u 

1 dh, du 

^ 1 d/l ilii 

dp 2 P 

h, d P dp. 

/i dp, dp 

d^u 

I d/l du 

^ 1 d/l, du 

dp dp, 

// d p, d P 

/i, dp dp. 


La première des équations (5), § M, peut se mettre sous 
la forme 



et puisque l’on a, d’après le groupe (8), § Mil, 


I dpi du 

7ii7^~ ‘‘dp,' 


la lonclioii n doit xérifier l’équation aux ditrérences par- 


Digitized by Google 



y O LK\:o«s 

liellcsdu |>rfmicr oïdic et du second dcgic 



Lcsé<|iiations (28) et (29) sont les seules, réellemeul dis- 
tinctes et necessaires, qui régissent la fonction ou la coor- 
donnée rectiligne it. 


§ Ll. 

DÉRIVÉES DES FONCTIONS «. 


1,’équation (29), dilVérentiée par rapport à p, donne 


J / I L 

du * ^ '‘ht 

f/p r/p r/p, dp 




AÊ 

du 

rfp, dp 


or, il résulte de la troisième et de la deuxième (28), que 


d/j, 



dp 


h, dh du 
h dp, dp 



hjdli du 
h dp, dp' 


substituant ces valeurs dans l'équation précédente, elle de- 
vient divisible par la dérivée et prend la forme 


d/< 


du 


dp ^ , dh du 

dp ' dp, dp. 


dh ^ 

’ dp, dp,' 


son développement conduit à la première du groujK* sui- 
vant : 
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(3ü) 


I f/’« I tUi du h\ dh rtu h\ ilii du 

r/p’ dù dh /d f/p, rfp, /i‘dp,dp,' 

d’n I d/l, du h' dh, du h' dh, du 

j f/p’ /’\dp,<ip, h\ d p^ d pi~^ h\ dp dp' 

I d’ U I d/t, du /<’ itt, du /i’ dh,du . 

t/p\ h,dp,dp, f‘\dp dp h‘^dp,dp, 


les deux autres s’établissent de la même manière, en dillë- 
reiiliant ré(]uation ( 29) par rapport à pi, puis par rapport 
à p,. 

Les groupes (a8) et ( 3 o) donnent, à l’aide des trois dé- 
rivées partielles du premier ordre de la fonction 11, les six 
dérivées du second ordre de la même fonction. Ils donne- 
raient successivement, par dilTércntiation et élimination, 
les dérivées des ordre.s supérieurs, toutes exprimées à l’aide 
des trois premières, et celaj par des équations du premier 
degré, quoi<{ue l’équation de départ (ag) ne soit pas li- 
néaire; fait digne d’être remarqué. 

Si l’on ajoute les trois équations ( 3 o), respectivement 
multipliées par (/<’, h’, /i’), le résultat peut s’écrire sons la 
forme 


(3.) 



mettant le produit /»//, //,, ou o, en facteur commun, réu- 
nissant les dérivées partielles de trois produits, comme on 
l’a fait au § XIV, jwur obtenir successivement les for- 
mules (afi) cl {28) de ce paragraphe, l’équation (3i) dc- 
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CJ 


1 


(I 

O d 0, 
r/û, 


O, 


ou A , 11 = O. Cf qui (levait èlre, puisque l’augmeiil df loulc 
(•(lordomiée reeliligne est ideutiqucinenl nul. 

Particulièrement, si le système orthogonal <vst triplement 
isotherme, et raj)portéà ses coordonnées thermoinétrifpies, 
il suit du § XXII ([ue les trois dérivées logarithuiitjues 
(lisj)araisseiit de l'écpiation (3i), la<]uclle le réduit à 


2: 


/(’ 


<■/’ U 

1î7] ~ 


». 


ou encore AtU = o, d’après la formule .simplifiée (36) du 
même § XXII. On a ainsi une double vérilication des for- 
mules (3o), lesquelles sont importantes dans la théorie des 
coordonnées curvilignes. 
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SIXIEME LEÇON. 


I.\'l'ÉGRAT10> ÜES ÉQrJATIONS EN H, 


EccluTchc (les sysl(‘nu*s de coordonnées curvilipnes — Hceherelie du sys- 
lt’‘inc elli|isoïdal. — Loi d’un sysltune. Iriidenient isotlierine, — Exemple 
d’inU'pr.nlion des éejuntions qui répissent les foncliuns H,. 


§ LU. 

RECIlIiUCHF. D'EN SYSTEME ORTIIOGONAl.. 

f)t\s cjiic l’on SC propose de irai 1er, dans les diverses 
branches de la physitjue malliémalif|ue, un corps de forme 
nouvelle, il faut procéder à la recherche d’un système de 
coordonnées, tel que la surface libre du corps, ou ses dif- 
férentes parties puissent être représentées par des valeurs 
constantes de ces eoordotinées; tel, en même temps, que 
l’on puisse intégrer les équations générales transformées 
dans ce système, et déterminer les constantes arbitraires 
introduites par l’intégration, soit .à l'aide de l’état initial, 
soit à l’aide des équations dites à la surface. 

Or le système nouveau ne peut être obtenu que par l’in- 
tégration directe des équations aux dilférences partielles 

([iii régissent b’S fonctions H, ou — > en y adjoignant les 

éf|iialions qui traduisent les conditions à remplir. Il im- 
porte donc d’indiquer comment peut s’elTectuer cette inlé- 
gration. Je prendrai j)Our extnnplc la méthode qui ni’a réel- 
lement conduit aux coordonnées elliptiques ; coordonnées 
(|ucj’ai introduites synthétiquement dans les Leçons sur 
les fondions inverses. 


« 


y4 LEÇONS 

Malgré tous mes cOoi ls pour éilificr, apiès la réussite de 
celte première méthode, une autre méthode de recherdie 
(jui put conduire plus rapidement aux résultats trouvés, je 
lie suis jamais parvenu à donner à celle dernière rapparenci; 
complète d’un procédé d’invention. Je saisis l’occasion, qui 
se présente si naturellement, d’exposer la première et la 
véritable méthode. Cette exposition suppose que le pro- 
blème soit à résoudre; elle introduit successivement les 
idées primitives et toutes les idées subséquentes; elle ana- 
lyse les difficultés qui s’offrent à chaque pas, imagine les 
procédés d’intégration qui doivent les surmonter. C’est, en 
quelque sorte, un exemple de la marche que suit tout géo- 
mètre, pour atteindre le but qu’il s’est proposé. 

§ uu. 

RECHERCHE DU SYSTÈME ELUPSOIDAL. 

Il faut chercher un système de coordonnées qui permette 
de traiter directement l’ellipsoïde, dans la théorie analy- 
tique de la chaleur; de résoudre d’abord la plus simple des 
questions générales de cette théorie, ou de déterminer la 
température stationnaire V des points intérieurs d’un solide 
homogène, limité par un ellipsoïde h trois axes inégaux, 
entretenu à des températures Gxes et connues, qui dilfèrent 
d’un point à l’autre de cette surface. 

L’ellipsoïde proposé doit faire partie de l’une des familles 
de surfaces conjuguées jo,, en sorte que si X est la valeur du 
paramètre pt qui lui correspondra, on puisse prendre l’é- 
quation à la surface sous la forme 

(,) P>}- 

La fonction V doit vérifier l’équation A, V = o qui , étant 
exprimée en p, , § XIV, se réduit, par la suppression du 


f 
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i'acicur coniiiiun hhtli,, à 


1)^ (1-^ IX a— — 

/(, A, c/p ^ A, A tlo, /i /i, f/ p, 

t!p </p, f/p, 


Les seuls systèmes orthogonaux employés jus(|irici, et 
qui ont permis de vaincre toutes les diflicultés que présente 
riutégration de l'équation ( 2 ), sont, sans exception, com- 
posés de trois familles de surfaces isothermes, eu sorte que 
la triple siniplificition définie au § XXII leur est appli- 
cable. Tout porte donc îi penser qu’on n’atteindra le but 
proposé, que si les trois familles du système ellipsoïdal 
.sont isothermes. 

Alors, ces trois familles étant rapportées à leurs para- 
mètres thermométriques, on aura essentiellement, ^ XXII, 


(3) 




= O , 


c’est-à dire que si l’on pose 



O, 


(4) 





l étant une longueur constante et les Q, sans dimension 
géométrique, §XXI, Q sera iiidépciidant de p, Qi dep,, 
Q, de p, (généralement Q, de p;). Si l’on remplace les A, 

par les 1 les relations (4) deviennent 


H, H, 
H 


/Q’. 


«il* = /Q. 
H, 


HH, 

in 




et donnent par une élimination facile, 

(5) H = /Q,Q,, U, = /Q,Q, H,= /QQ,. 

Enfin, réejuation ( 2 ), par la substitution des valeurs (4). 
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§ MV. 


CAS nu SYSTÈME SPllÈniQUE. 

I.r syslciiu! sphéri»|ui; est un cas particulier qui devra 
pouvoir so déduire du système ellipsoidal. Or il résulte du 
^ XXXllI ()u’cn prciiaiil les coordouiiécs lliermomé- 
Irirpies 



l’équaiioii A, \ — o, correspondante au système sphérique, 

( • r* cos^ y 

eu multipliant par- — le second membre, 


laintenant nul , de l’équation (33), § XXXIll\ 


(7) 


,n\ / » r/>V 

n 77^ 


<r\ 


Cette équation doit donc être comprise dans l’etpiatiou 
générale (ti). Uéj.i, puisque r est fonction de p, seul, et cosy 
de Pi, le coefficient du premier terme de (y) neeonticiit pas 
0 , celui du second pas p, , celui du troisième pas p,. .Mais 
CCS valeurs particulières de Q,’ sont incomplètes, en ce sens 
qu’elles ne contiennent pas chacune les deux coordonnées 
que permet le cas général. 

C’est précisément à cette circonstance qu’est due l’annu- 
lation de trois des six courbures du système sphéritpie. En 
effet, si l’on substitue, dans le groupe (i3). § XEA 1 , aux dé- 
rivées des H, celles des valeurs (5), en observant (jue tout 
Q, est indépendant de p,, les six lourbiires s'expriment 
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ainsi : 

I 

1 ~~~ 

1 

HQ, dp ’ 

1 

I f/Q, 

hq; 

(8) 

i 


1 f/Q 

1 

I rfQ, 

K" 

H, Q r/p, ’ 


H, Q, dp, ’ 



I rfQ, 

I 

1 ^ 
I/O 

\ 

r, 

H,Q, dp,' 


H,Q dp,’ 


Et c’est parce que Q, ni Q, ne contiennent p ou tp, que Q 
ne contient pas / 5 , ou <p dans l’équation particulière (7), que 

les courbures sont nullcs dans le .système sphé- 

rique. 


§ LV. 

LOI D'UN SYSTÈME TRIPLEMENT ISOTHERME, 

Or le système ellipsoïdal que l’on cherche ne saurait 
comprendre une famille de plans, lesquels ne pourraient 
tracer, sur l'ellipsoïde à trois axes inégaux , ses lignes de 
courbures qui ne sont pas planes. De pins, si les arcs s,^ 
intersections des surfaces p et p,, étaient rectilignes, ces 
deux familles conjuguées ne seraient autres que les sur- 
faces développables formées par les normales à l’cHij)- 
so'ïdc X; et l’on s’assure, sans grande dilTiculté, que les 
surfaces de ces deux familles ne sont pas isothermes. Donc 
aucune des six courbures ne devra être nulle, et il faut, 
pour cela, que les coefïicients Q’ soient complets; c’est-à- 
dire que Q contienne p, et p,, que Q, contienne p, et p,que 
Q, contienne p et p,. 

Cela posé, lorsqu’on substitue dans le groupe (10), 
§ XLV, les valeurs particulières ( 5 ) des H,-, on est conduit 
à une propriété caractéristii[ue de tous les systèmes ortho- 
gonaux triplement isothermes, d’où résulte une consé- 
quence importante pour la recherche actuelle. Le premier 
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incinbre île la i|uai1ruple égalité (lo), ^ Xl^\ , peut être mis 
sous la forme 

\ 'h '>?< ) . 

i/p, ' 

or, avec les valeurs particulières (5), II, ne varie avec e 
et H avec p, , que par leur facteur commun Q,. l/cxpres- 
sioii précédente, qui devient alors 


'^lo};Q: <l log Q. \ 

i/ p, / 

i/p, 


est donc nulle, puisque Q, ne doit pas contenir p». Ainsi 
les quatre membres du groupe dont il s’agit sont tous égaux 
à zéro; et il en est de même de ceux du groupe (i6), 
§ XLVII, qui n’est que la traduction géométrique du pre- 
mier. 

D’où résultent, pour tout système orthogonal triplement 
isoibcrme, les deux lois suivantes : Si l'on iiitiliii)lic la 
somme des deux courbures de chaque surface, par le pro- 
duit de leurs conjuguées en arc, on aura la variation de 
ce dernier produit suivant l'arc normal h la surface. De 
plus : Si l'on forme le produit des trois premières courbures 
(§ XLVII), et celui des trois secondes courbures, la somme 
lie ces deux produits est toujours nulle. 

Cette seconde loi résulte de ce que le dernier membre du 
groupe (i6), § XLVII, est aussi égal .à zéro; c’cst-.à-ilire 
que l’on doit avoir, dans le éas actuel , 


(9) 


Or, avec les valeurs (5), les six courbures ont les expres- 
sions (8); la vérification nécessaire de la relation préi-é- 
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dente exige donc que 


/ 1 rfQ.dQ ilQ, dQ, r/Q, f/Q ^ 

f/p flp, ttp2 <1 P flp< fip: ' 

et tel est le théorème préliminaire (lu), qu'il im|>ortail 
d’établir. Pas.sons aux intégrationsi 


§ I.VI. 

INTÉGRATION DU PREMIER GROUPE DES ÉQUATIONS EN II,. 

Les valeurs (5) doivent vérifier le premier groupe (8), 
§ \LIII, des équations aux différences* partielles qui ré- 
gissent les fonctions H,. I,a première de ce groupe, ipii est 

. . _ I <IH fin, rfH rfH, 

rfp, rfp, H, rfp, rfp, H, ftp, flpi 

devient, par la substitution des valeurs (5) et la suppres- 
sion du facteur /, • 


'' ’ ^ f/p, dp", dp, dp, dp, dp,' 

ou bien , en mullipliant par 4 QQi Q» » 

^ dp, dp, - dp, dp, ^ dp, dp. 


On reconnaît facilement que cette éifuation (i3) est véri- 
fiée par les valeurs 


(« 4 ) 



-A?, 

- A’, 

— A>, 


A ne contenant que p , A, que p , , A, que p» (généralement 
Ai que p,). En effet, la substitution de ces valeurs, dans 
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l’équation (i 3 ), introduira le facteur commun 4 A, A', A, A' 
A' étant la première dérivée de A,) , cl en le supprimant 
on aura 

(15) q^=q:-q;, 

relation identic[ue par les valeurs (i4)- On reconnaîtra, de 
la même manière , ({uc la seconde et lu troisième équation 
du groupe (8), § XLIll, sont identiquement vérifiées par 
les Hi ( 5 ) , quand les Q’ ont les valeurs (i 4 )- 

La forme de ces valeurs (i 4 ) est indiquée par la nécessité 
que l’équation particulière (7) puisse être comprise dans 
l’équation générale (6); ce qui arrivera, si A et A, dispa- 
raissent devant A,, si A disparait devant A,. Le théorème 
jvi'éliminaire (10), qui est reproduit par les valeurs (i4)> 
explique la diversité des signes donnés aux A’ j laquelle est 
d'ailleurs exigée par la vérification qui vient d’être faite, ou 
par la nécessité que la relation (i 5 ) soit une identité. Les 
Qi- (i4) devant être positifs, il faut que les inégalités 

(16) a;>a;>a’ 

soient toujours satisfaites. Si l'on adopte A’ pour le plus 
grand des trois carrés, c’est toujours en vue du cas parti- 

f' ^ 

culier (7); A’ devant donner - , quand rdlipsoïdc^ se ré- 
duira à une sphère. 

J’ai démontré, depuis, que les valeurs (i 4 ) des QJ sont les 
intégrales les plus générales du groupe des trois équations 
aux diCTérences partielles [(i 3 ) et ses homologues] qu’elles 
vérifient. Mais, sans connaître ccttc généralité, en regar- 
dant même ces intégrales (i4) comme des intégrales parti- 
culières, l’article qui précède rend extrêmement probable 
que ce sont elles <jui doivent receler le système ellipsoïdal 
triplement isotherme, s'il existe réellement. On {)cul doii<- 
passer outre. 
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Pour faciliter les calculs qui voul suivre, il est utile de 
réunir daus le groupe suivant 

Q’-QN- q; = o. 

Q*A»-Q;A;-t-Q;A; = o, 

q’a<-q;a;-i-q;a; = q»qî q;, 
q>a;a;-q|a;a*h-q;a’a; = q*q;q;, 

quatre identités, dont la vérification est facile, à l'aide des 
valeurs (i 4 ) ; la première n’est autre que (i5). 



S LVII. 


INTÉGUATION DU SEf.OM) GROUPE. 


Les valeurs (5) sont encore régies par les trois équations 
aux différences partielles du second groujMî ( 9 ), § XI.IV. 
La première de ces équations , qui est 


(. 8 ) 


I JL 11? d - — 

' ÏÏj dp, “ H 177 I rfH rfH, _ 
do, fia nj dû, rfp, ’ 


devient, en y remplaçant les H; par les valeurs (5), 


J Q. ■ Q dq, 

0,0 Q»Q I Q-Q^ dq dQ, 

' dp, dp q’q; dp, dp. 


O. 


Il s’agit de substituer, dans cette équation ( 19 ), les inté- 
grales (i 4 ). En ne transformant d’abord que les dérivées 
des Qi , on a 


(20) 


, A,A', 

qq; 

dp. 




efl'cctiiant ensuite les dernières dillércntiations et multi 



lO'J LElO'S 

|»liaiil par , il viciil 

(’•) - |;(A'-+ AA") - AM'* 


q: 


Q’Q; ’ ' 


a;aV = u. 


Dans celle équation (ai), qui doit èlre vériliéc, ainsi 
t|uc ses deux homologues, les Q, soni tous élevés à des puis- 
sances paires; de lelle sorle, qu’en chassant les dénomina- 
teurs, substituant aux Q,’ leurs valeurs (i 5 ), et déveloj)- 
pant, les trois équations résultantes ne contiendront <[ue 
des puissances paires des A,-, les A’’, et les produits 
A/ A’. Quant aux coordonnées ihermomélriques p,, aux 
véritables variables indéjtendantes, elles n’y figurent qu’im- 
plicilement par les dérivées Ai- , A'. Or il est évidentque la 
vérification de semblables équations ne peut être obtenue 
qu’eu exprimant les A; ’ par des polynômes à puissances 
paires de A] . On doit donc poser 

(2î.) A' ' = «,A’-Hp, A^‘-t-. • . , 3, 

cl d ideren liait t , divisant par a A' facteur commun, puis 
multipliant par A,-, on aura 

(a3) A,' a' = «, A^’ -4- 2/^,- A* -t-. . . , 3. 

La substitution de ces t aleurs (22) et (aü) , dans les trois 
é(|uation$ (ai) développées, les réduira à ne contenir que 
des puissances entières des A’ ; et l’indépendance relative, 
de ces trois fonctions de variables diflérentcs, exigera l’an- 
nulation de tous les termes, à l’aidedes trois séries de coef- 
iicieiits indclerminés (//i,, 11,, /j,,. . .). 
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§ I.VllI. 

KOKME PROilABLE DES INTÉGRALES. 

Au lieu d’eiilrcprenilre uiic oj>ératioii aussi prodigieiise- 
ineiit longue, ou peut, d’après certaines propriétés des 
i’onetioiis A/ cl A[ , assigner d’avance les valeurs probables 
des coedicieuls (m,-, //i, /7, compo-'er, en quelque 
sorte de loulc*8 pièces, un groupe (îa) qui reproduise ces 
propriétés, et constater ensuite que le groupe ainsi obtenu 
vérifie les équations (ai). Telle est la marche que nous al- 
lons suivre. 

D’après la symétrie couiplètc des équations qu’ils doivent 
véiifier, les polynômes (aa) doivent être composés d’un 
même nombre fini de ternies; de plus, les coefficients de 
leurs termes correspondants doivent avoir les mêmes va- 
leurs absolues, avec une diversité de signes qui soit en rap- 
jiort avec celle des A/ dans les Q,’ (i4)- ^t’i comme on va 
le voir, le nombre commun des termes ne saurait être infé- 
rieur à trois, et II peut n’étre que trois. 

Les inégalités (i6), exigées parla réalité des fonctions Q,, 
doivent subsister quelles que soient les valeurs complète- 
ment indépendantes des A] . Pour qu’il en soit ainsi , il faut 
qu’il existe entre Aj et A| une certaine constante, infran- 
chissable pour A\ quand il descend, pour A| quand il 
monte; il faut qu’il existe pareillement entre A| et A’ une 
autre constante, nércssairemenl plus petite que la pre- 
mière, rpii soit iiifraïubissable pour A| quand il descend, 
pour A* quand il monte. De ces deux constantes, qui 
servent de limites, et en quelque sorte de bornes, aux 
excursions ilc A,’, la première peut être prise égale à l'u- 
nilé, et A* représentant la seconde sera nécessairement 
moindre que i. En résumé, le groupe des inégalités (i6) 
doit être complété de cette manière 

(î4) oc>a;>i> A;>/!’>A>>o. 
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Cela posé, lafoncliuii A| étant nécessairement supérieure 
à k' et inférieure à l'unité, le produit (AJ — Â’) (i — A|) 
devra rester essentiellement positif; et il sufGt de l’égaler à 
A',’ pour que la fonction AJ soit analytiquement assujettie 
à rester entre ses deux limites; puisque, en deçà cl au delà, 
A'i et par suite p , , seraient imaginaires. La fonction A’ 
devant être toujours inférieure à A*, AJ toujours supérieur 
à l'unité, on aura le groupe suivant : 

/ A"=(i<>— A') (i - A’) = X>- (i -H X*)A»+ A', 

(, 5 ) A'.' = (AJ - /•’) (I _ AJ) ^ - A' + (I + *’) AJ - AJ, 

( A',’= (AJ - A>)(AJ - I) = (. + A’) AJ H- Aj , 

qui satisfait à toutes les conditions de limites, de réalité et 
de symétrie, imposées aux A,? et aux AJ ’ . En opérant sur ce 
premier groupe, comme on l’a fait sur la valeur géné- 
rale (aa) pour obtenir l’équation (a3), on en déduit le sui- 
vant : 

I AA" = — (t -I- A-) A> + 7. A*, 

{26) I A.A", = (H- A’)AJ — 2AJ, 

’A,Aj — — (1 -1-A’)AJ-+-2AJ. 

S ux. 

VERIFICATION DU SECOND GROUPE. 

Il faut maintenant constater ({uc les groupes conju- 
gués (a5 )et(a 6) vérifient l’équation (21). Remarquons d’a- 
bord que si l'on ajoute les valeurs (aS) respectivement 
multipliées par (Q’jQjiQJ)- on aura simplement, d’a-: 
près les trois preipières identités (17). 

( 27 ) Q- A'> -t- QJ A', ’ -t- QJ A',’ = Q’ QJ QJ. 

Oar les dernièi'es v.’deurs (a5) des A'J. substituées dans le 
premier membre de (27), donneraient le même résultat 
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qu’en ajoutant les premiers membres des trois pre- 
mières inégalités (17) respectivement multipliés par 
[A-, — (i -f. Ar*) , i] j. 

Si l’on substitue, dans le dernier terme du premier 
membre de (21), au facteur QJ A'/, sa valeur déduite de 
(27), ce dernier terme deviendra 



Celle subslitution faite, si l’on met en facteur com- 
mun, ainsi que A'*, le premier membre de (21) prendra la 
forme 


q ] 2QIA A 
• ■^q; q; ; 


(28} 


— A'* 




A’ 


Q’ 2 Q» A= 


+ 


Q]Ql Qî Qî 

q; a, a" — Q»AA" 

Ql 


q; . 

Qîa;, 


et il s’agit do constater que ce premier membre, ainsi trans- 
formé, est identiquement nul. 

Les parenthèses des deux premières lignes se simplibent 
singulièrement. Conférons celle de la première : les deux 
premiers termes, réduits au même dénominateur et réunis, 

A* 

donnent simplement d’après la seconde identité {17); 

Vi 

A’ , 

ajoutant le troisième terme, on a simplement d’après la 

valeur (i4) de Q*; joignant encore la moitié du dernier 

Q> A^ 

terme avec son signe, on a d’après la seconde (17). 

Vî 

La première ligne se réduit donc à 

(Q^A’-hQÎAÎ),,, 

Q] 

Une suite d opéralions toiil à fait semblables réduit la se- 


LKCO^S 


I o() 

ronde lii;n<! à 

_ (Q:a; + Q'a») 

q; 

Siibstituanl la somme do ces deux valeurs, cl rcmar- 
(|uaiii que Q’ élaiil égal à (AJ — A*), li? groupe (yâ) 
donne 

l’expression totale (*a8), mullipliéc par QJ, devient 

(Q’a» + qja;)[a« + aj-(,4-x')] 

-|-(QÎA,A:-Q’AA")-t-Q;A;, 

ou, mettant q: en facteur commun, ainsi que Q’, suhsti- 
liianl aux produits A, AJ, AA", leurs valeurs (26), et ré- 
duisant, 

Qj{A’Aj-A:)-hQMA>AJ-A') + Q;A;, 

ou encore, puisque (AJ — A*), facteur des deux paren- 
llièses, est égal à QJ, 

QJC-QjAj-t-Q'A’-f-QJAj), 

c'est-à-dire zéro, d’après la seconde Scnlilé (17)- 

§ f.X. 

UÈSUMÉ DES DEUX INTÉtiUATIONS. 

I.’écjiialion (21) est donc vérifiéi; par les fondions A, que 
définit le groupe (23). D’après la symétrie de ces fonc- 
tions qui correspond à celle des Q’ (i 4 ), il en sera de même 
des deux autres équations homologues ; d’ailleurs, leur vé- 
rilieation directe s’obtient de la même manière, avec qucl- 
(|ues dilférenees de signes dans li>s opérations. Ainsi, en 
exprimant les Q. (i 4 ) par les A, (aS), les valeurs ( 5 ), ipii 
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corrospondenl à un système orthogonal tripleinciil iso- 
iliorinc, vérifient les six équations aux diflérences par- 
tielles régissant les fonctions H,. 

J’ai encore dénjontré, depuis, que les valeurs (i 4 ) desQ., 
exprimées par les A, (a 5 ), sont les intégrales les plus géné- 
rales des trois équations qu’elles vérifient [ (19) et ses ho- 
mologues]. Mais ne fussent-elles aussi que des intégrales 
particulières, les considérations si précises qui conduisent 
.i la formation directe du groupe (aS), s’ajoutent à toutes 
les précédentes, pour rendre encore plus probable, que nous 
n’avons pas quitté la voie qui doit aboutir au système el- 
lipsoïdal triplement isotlicrme. 

Cette assurance était nécessaire, car la recherche entre- 
prise est loin d’ètrc terminée. Une autre intégration est 
indispensable, pour reconiiaitreet définir le système ortho- 
gonal que recèle le groupe (a 5 ). Il faut essentiellement 
exprimer ce système en coordonnées rectilignes, ou déter- 
miner les fonctions 11 qui lui correspondent, à l’aide des 
quatre é(|uations aux diflérences partielles (28) et (29) du 
§ L. Tel sera l'objet de la prochaine leçon, dans laquelle 
nous prolongerons la série actuelle de numéros d'ordre, 
pour les équations et leurs groupes, afin de faciliter les 
renvois. 

Quant à la leçon actuelle, deux observations la résument 
en (juelque sorte. 11 s’agissait de déterminer, sous certaines 
conditions, trois fonctions H, de trois variables p,, régies 
par six équations aux diflérences partielles, du second or- 
dre, simultanées et non linéaires. Or, ce problème d’ana- 
lyse, qui eût certes paru inabordable, étant considéré iso- 
lément, SC trouve résolu sans grande difficulté, quand on ne 
le détache pas de la question qui l’a posé, et qui indujue elle- 
même la marche n suivre. Et cette méthode d’intégration, 
qu'oii peut aj)peler naturelle, introduit essentiellement des 
fonctions A, inverses des variables indépendantes p,. 
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Voilà un nouvel indice de cette loi, si souvent mani- 
festée (par la Géométrie appliquée de Monge, dans la 
Mécanique céleste, en Physique mathématique), que le 
problème de l’inlégration des é*quations aux différences 
partielles, a autant de genres de solutions qu'il existe de 
sciences distinctes réclamant son intervention. Loi qui ex- 
plique les difficultés qu’on rencontre, quand on essaye d’at- 
teindre toutes ces solutions par une seule et même mé- 
thode. On pourrait même eu conclure l’impossibilité d’une 
telle généralisation. 
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SEPTIÈME LEÇON. 

UNTÉGRATION DES ÉQUATIONS EN u. 

Suite de la recherche du système ellipsoïdal. Exemple d'intéijration des 
équations qui régissent les fonctions u. — Détermination des trois fa- 
milles de surfaces conjuguées. — Développements des fonctions inverses 
des coordonnées. 


§ LXI. 

COURBURES DU SYSTÈME ELUPSOIDAL, 


Avant de procéder à la dernière intégration, indiquée à 
la (in de la leçon précédente, plusieurs préparations sont 
nécessaires. Les valeurs (a5) donnent les A' par des pro- 
duits de radicaux*, il convient d’exprimer ces radicaux sé- 
parément, en les considérant comme des fonctions des p, , 
en quelque sorte conjuguées des A,. Posant donc 

[ — A>=B, v^i — A’=C, 

I v^Ây^’=B„ /rrÂi=c„ 

' v'ÂI^’=B„ v^ÂitT7 = C„ 
on déduit du groupe (a5) le suivant : 


(3o) 


A'=^=BC. 
A', = j^=B,C., 
A',= ^ = B,C„ 

(iù. 


et les coordonnées llicrinométriqucs, qui sont les véritables 
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variables iiRlépeiidanlcs, s’exprimeiii par clos iiiU'siales, a 
l’aide des A,, de la manière suivante ; 



Ce qui montre clairement que les (A,, H;, C,) sont li'ois 
fonctions inverses de la coordonnée p,. 

Les six courbuies du système orlbogonal actuel sont faci- 
lement assignables, Il sulütde substituer, dans le groupe (8), 
les dérivées des Q, (i4)> en y remplaçant les A' par leurs 
valeurs (3o), ce qui donne 


(3a) 



abc _l _ , 

hq; ’ uq; ’ 

Al Bi Cl I Al B| Cl 

-HrQi-’ ;7-“'H:Qr’ 

A, B, c, I AjBiC, 

■hTqT’ ~ Iw' 


Ces six courbures reproduisent très-nettement la relation 




source du théorème préliminaire (lo). [Les H,, ayant les 
valeurs (5), introduiront, aux dénominateurs des six cour- 
bures, la ligne /; ce qui était nécessaire, puisque les autres 
facteurs n'ont pas de dimension géométrique.] Le groupe 
(3a) est fécond en conséquences ; pour le moment, nous ne 
citerons que les suivantes. 
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§ LXIl 

CHOIX DES COORDONNÉES RECTILIGNES. 

D'après les limites des intégrales (3i) : i^quand la coor- 
donnée P est égale .à zéro, la fonction imersc A est nulle; 

alors les deux courbures p? p, (3a) s’évanouissent; la 

surface au paramètre p = o est donc plane ; 2 ° qiiaud la 
coordonnée p, est égale à zéro, A, est égal à k, par suite la 
fonction inverse B, est nulle; alors les deux courbures 

4-» - (3a) s’évanouissent ; la surface au paramètre pi = o 
c, r, 

est donc plane; 3° quand la coordonnée p, est égale à zéro, 
A, est égal à l’unité, par suite la fonction inverse C, est 

nulle; alors les deux courbures-» 4 (3a) s'évanouissent ; 

c, r, 

la surface au paramètre p, = o est donc plane, 
l.cs trois plans représentés par les équations 

p = o, p.=o, p» = o, 

sont orthogonaux, comme étant trois surfaces individuelles, 
appartenant rcsjiectivement aux familles conjuguées. On 
peut (on doit même) les choisir pour les plans des coor- 
données rectilignes «; ils seront alors rcpiésentés par les 
équations nouvelles et correspondantes 

x=o, j'=ro, z=zo. 

§ LXIII. 

INTÉGRATION DES TROIS PREMIÈRES ÉQUATIONS EN «. 

Passons maintenant à l’intégration des trois (équations 
aux dilférences partielles (28), § L, qui régissent toute 
coordonnée rectiligne «, considérée comme fonction des 
coordonnées curvilignes p,. La première, en y remplaçant 
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les hi par 


I 



se met sous la forme 


d'u rflogHi du f/logH,rf« 

rfp, rfp, rfp, rfp, rfp, </p. 


Puisque les H, (5) ne contiennent les p, qu’implicitemcnt 
par les A,-, il peut en être de même de la fonction u. Alors, 
chaque dérivée en p,- pourra être remplacée par celle en A, 
multipliée par A', . Faisant ce changement, et supprimant 
le facteur commun A’ A',, l'équation précédente devient 

. d’u r/logH, du rflogH, du 

dA,dAi dAj dA,~^ dA, rfA, 


Les expressions (5) donnent immédiatement 

rflogll, rflogQ _ A, 

dA, ~ dA, Q*’ 

d log H, d log Q A, 

dA, ~ ~ ~ 0 = 


En V substituant ces valeurs, et la multipliant par Q* rem- 
placé par sa valeur (i^), l’équation (33) est définitivement 


(34) 


[A) -A!) 


d’u 

dA, d A, 


du du 


On intégrera cette équation linéaire aux difiércnces par- 
tielles, et ses homologues, par le procédé général adopté en 
physique mathématique. Ce procédé consiste à composer la 
fonction intégrale d’une suite de termes simples, vérifiant 
tous et séparément les équations à intégrer ; et quand il 
s’agit d’une fonction-de-point, chaque terme simple est le 
produit de quatre facteurs, le premier étant une constante 
arbitraire, les trois autres ne variant chacun qu’avec l’une 
des coordonnées . 

On posera donc 

(35) H = gGFF,F,; 
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G étant la constante arbitraire; cliaque facteur !•', ne va- 

rianlqu’avcc p„ et ^ indiquant, ici, la sommed’unnombre 

de termes semblables, qui peut être inlini. Le terme simple 
de (35), substitué dans l'équation (34) qu’il doit véiifier, 
donnera 


(A’-A’Æ 


A,F, 


</F. 

7ÎJ', 


+ A,F, 


‘Ih 

itk. 


O 


ou, par une transformation faeile, les deux premiers mem 
bres de l’égalité multiple 


(36) 





e 


(P, étant la dérivée de F, en A,). Si, au lieu de l’équa- 
tion (33), on prenait sucressivenient scs deux homologues, 
on trouverait que le troisième membre de (36) doit être 
égal, soit au premier, soit au second. Ainsi, l’égalité mul- 
tiple (36) indique, à elle seule, que le terme simple vérifie 
les trois équations à intégrer. 

Les trois premiers membres (36) ne pouvant contenir 
chacun qu’une des trois vaiiables jO,, dillérente de l'un à 
l’autre, leur valeur commune est nécessairement une con- 
stante e. Les équations diirérentielles (36) peuvent se mettri- 
sous la forme 

c/F, A,, /A, , 


et, à un facteur constant près, leur intégration donne 
F,= v'±(AÎ — e), .... 3; 

avec ces valeurs, l’intégrale générale (33) devient 

l^?) « = ^ (A’— 'A;— e) 

8 
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(en plaraiil lu constuiiU- arhi ira ire .tous le luiru-ul, afin (1<- 
jiouvoir lui donner un si};ne tel, (|ue ce radical soit toujours 
réel ). Telle est la valeur générale de toute coordonnée rec- 
tiligne II, exprimée à l'aide des paramètres p, du système or- 
lliogonal actuel, et vérifiant le groupe (28), § L. 

§ LXIV. 

VALEURS DES FONT.TIONS «. 

Or : i"Si U est la coordonnée x définie au § LXII, tous 
les termes de u ('^y) doivent s’annuler pour o ou pour 
A = o; il faut donc que la constante <; soit nulle partout : 
ce qui donne à la coordonnée x la forme 

(38 ) inx = / AA, A, ; 

en remplaçant ^ <Jg par la ligne/, divisée par un coelli- 

cient numérique m. 2” Si u est la coordonnée j définie au 
^ LXII, tous les termes de ti (3y) doivent s’annuler pour 
p, — O ou ptmr Al = / ; il faut donc que la constante e soit 
partout égale à A’ : ce qui donne à la coordonnée y la 
forme 

(38') B,; 

en remplaçant y' — g par la ligne /, divisée par un 

coefficient numérique n. 3" Si u est la coordonnée 2 définie 
au § LXII. tous les termesde u (3j) doivent s'annuler pour 
Aj = I ; il faut donc que la constante e soit partout égale à 
funité: ce qui donne à la coordonnée r la forme 

(38") pz— n:c,c,i 

en remplaçant ^ \g par la ligne / divisée par un coefficient 
numérique p. 
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VÈRinGVTlON DE LiV QUATRIÈME ÉQUATION EN « PAR jr. 


Mais les nombres (w, n, p) doivent avoir des valeurs 
déterminées, car le système orthogonal actuel ne doit ren- 
fermer d’autre constante arbitraire que la ligne /, et les axes 
rectilignes choisis ont des positions complètement assignées 
par ce système. Or, il existe une quatrième équation aux 
dilTérenccs partielles, que toute coordonnée rectiligne i/, 
considérée comme fonction des p,, doit essentiellement vé- 
rifier. C’est l’équation (ag), § L, qui, en y remplaçant les 

hi par et les H,’ par leurs valeurs ( 5), devient 




C’est donc la vérification indispensable de cette équation, 
assez compliquée, qui doit assigner les valeurs des nombres 
constants (m, «, p), lorsqu’on v substituera successivement 
à nies valeurs trouvées des z). 

S’il s’agit de x, la valeur (38) transformera ainsi l’é- 
({uation (Sg), 

(4o) q>a'’a; a; -f-QI a',"a;a’+q; a'.>a*a; = //i’Q’q;q; 

[et l'on remarquera la disparition du facteur commun 
laquelle n’aurait pas lieu, si la ligne l des H, (5) était dillé- 
rente de celle des « ( 38)] . 

Désignons respectivement par M,, M,, N les premiers 
membres des deux premières et delà quatrième identité (i y). 
On voit, sans peine, qu’en substituant, dans le premier 
membre de (4o), les dernières valeurs de A',’ (îS), il se 
réduira à 


( 4 ') 


/.’N + A’AjA’IM, — (I 4 


8 . 
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et M|, M, élanl nuis, tnmlis qur > csl égal au produit des 
Q,', l’équation (4o) donnera simplement, en supprimant 
ee pniduit devenu facteur rommun, 

( 49 .) ,n=-A\ 

ou la valeur de A'* (|unnd A = o. On peut ado|)ier ni =+ A, 
ce qui ne fait qu’assigner le côté des x positifs. 

§ I..XVI. 

KOSr.TION INVERSK DOMINANTE. 

Mais, qitand il s’agit de y et de s, leurs valeurs (38') et 
(38") transforment sueccssiveinent l’équation (3q) de ces 
deux manières 

, ,3. 1 Q’ B'> b; B) -I- q; b', • b; b’+ q; b;= b> b; = q’q; q;, 
j Q^c'^c; c; -+■ q; c;>q c’ + q( c.’C’ c; =/>’Q’q;q;; 

et si l’on entreprend de déterminer les eonstantes n et />, 
en substituant, dans ces équations, aux (B), IV,’, C,’, C,’) 
leurs valeurs en A,’, on n’arrive au but qii'après des calculs 
beaucoup plus longs et plus pénibles que celui qui précède. 
Tandis que si l’on adopte, pour fonctions inverses donii- 
iianlvs, au lieu des A,, les B, quand il s’agit de y , les C, 
<|uand il s’agit de s, on obtient les valeurs de 11 et de /> .aussi 
facilement ([ue celle de m. 

Cette circonstance s’ajoute à beaucoup d’autres, pour 
montrer que, dans chaque groupe (A,, B,, C/), les trois 
fonctions inverses ont la même importance ; qu'elles doivent 
être employées simultanément, et surtout que l’on doit 
]>ouvoir, suivant les cas, prendre l’une quelcoinjue d’entre 
elles pour la dominante. 11 sullit d'ailleurs de grouper un 
petit nombre de formules, pour que les propositions éta- 
blies au point de vue des A,, le soient à celui des B, et n 
celui des C, . 
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Si 1 on introduit le complément de A* h l uniié, en posant 

(44) I — 

les valeurs (29) donnent les relations 

/ A’H-C»=i, 

(45) a;-bîz=x% A]-^C]=1, Bî+Cî = /'»; 

{ Al-hl = A\ A]-C]=1, B|-q=r’; 

qui, permellant d’exprimer les A.% soit par les B/, soit par 
les C*, transforment ainsi les Q’ (14) 


m 


Qî = b; -h B» = c; C% 

( Ql = B]-hB^ =0 —C]. 


Ces nouvelles valeurs des Q,^ vérifient les identités 


(47) 


Q*b^4-qîb;-q; b; 

C]-hQ]Cl 

q^b*b; -hQî b*b*— q;b»bî 
Q^CîC; + Qîc;c»-f-Q;c»Cî 


= O. 


= O. 


q^q:q:- 


Dillérentiant les relations (45), remplaçant les A] par 
leurs valeurs (3o), et réduisant, on a 


(48) 


fIB ^.fiC 

da~ rfT ~ ~ ''®’ 

I I 

— — C|A|, — — — — A, B,; 

«p. «pi 


r/B, ^C, 

— — — CjA,, — — 
«Pi «Pi 


— A-iBj 


Knfin, si Ton élève au carré ces dérivées B' et C* , et si, à 
l’aide des relations (45), on substitue les Cj et les A] en B’ 
dans les IV,’, les A,’ et les Bf en C/ dans les C', ’, on obtient 


I I 8 l.K<,;OKS 

les deux groupes suivants : 


/ B'> = (*'» -+■ B' ) (/!> — B’ ) =r /!>)!'■ -t- (*»— y('>) B> — B‘, 

( 49 ) B? = - b;) -H b; ) = /> r> - (i>- r>) b;- b;, 

’ b;» = (b; — *") (x> Bj) = — XM'> -t- (x=- x'v b; + b;, 

/ C" = (i — D ) (C= — X'») = — X'» -I- ( I -(- X'=) C> — C* , 

(50) c,« = (. -c;hx'>-c:)= x'»_(, -hx'>)c; + c;, 

fc'.’ = (i 4- c;)(x"-c;)= x'’ 4 -(. +x'’)c; + c;, 

(|ui coiTCspondenl au groupe (a5) des A'*. 

§ LXVII. 

VÉRIFICATION PAR .) ET PAR z. 

Maintenant, on voit facilement ([u’en substituant, dans 
le premier membre de la première (43), les dernières va- 
leurs des B( * ( 49 )> réduira à l'expression 

X> X'> N + B> B) b; [(X’ — X'’) M. - M,], 

homologue de ( 4 t)i étant encore le premier membre de 
la première (17 ), mais M, celui de la première ( 47)5 et N 
celui delà troisième. Or M, et M, sont nuis, tandis que N 
est égal au produit des Q’ ; ce produit devenant donc fac- 
teur commun, la première (43) donnera simplement 

(51) /?'=X>X'% 

ou la valeur de *, quand B, = o. On peut adopter 
n = 4 - en assignant ainsi le côté des j’ positifs. 

Pareillement, si l’on substitue, dans le premier membre 
de la seconde (43), les dernières valeurs des C' * (5o), il se 
réduit à 

X'>N4-C>c;c;[(i -I- X'>)M,4-M,], 

,Mi restant toujours le meme, m.iis M, étant ici le premier 


Digitized by Google 



SI n I.ES COOllIlOJi’îlÉES CtR^IU^.^ES, ETC. lly 

iiienibrc de la seconde (47)i ^ celui de la quatrième. Alors, 
M,, M, étant nuis, JN égal à Q* QJ Q’, la seconde (44 ) di- 
visée par ce produit donne simplement 

(52) 

ou la valeur de C* quand C, = o. On peut adopterp=-|-A', 
ce qui assigne le côté des z positifs. 


§ LXVllU 

KA.M1LLES DU SYSTLME ELL1I>S0IDAL. 

Ainsi, il n’y a plus ni indétermination, ni ambiguïté. 
I..es valeurs des trois coordonnées rectilignes, exprimées à 
l’aide des paramètres thermométriques p, du système ortho- 
gonal actuel, sont données par les formules 

/ k.r =. l\A, A; , 

(53) = 

( /'z=/CC,C.. 


Mais quelles sont les trois familles de surfaces conjuguées, 
de ce système triplement isotherme? 

Si nos prévisions se réalisent, rcllipsoïdc X doit faire 
partie de la famille au paramètre p». Pour obtenir l’équa- 
tion générale de cette famille, il faut éliminer, entre les 
équations (53), les fonctions inverses des deux autres para- 
mètres P et Pi, eu se servant des relations (45). Or les 
équations (53) donnent 


(54) 


Âî 



— (x'=a»a;-^b=b;4-x>oc;). 


et la parenthèse du second membre, en y substituant les 
valeurs des B,’ et des C’ en A’ déduites des (45), devient 
d’abord 

[X'»A»a; H-(/t’- A’)(A(- X>) -ï- X’(i- A=j(i- a;)1j 
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là, le codlicieni (otal du produit A’ A’ est (A'* — i -+- A’), 
ou zéro, d’après (44) î coefficienl total de la somme 
(A’ + Aî) est ( — A*-|-A’), ou zéro; il ne reste donc que 
les termes indépendants des A’, qui, réunis, sont ( — A‘+A’), 
ou A’ (i — A*), ou enfin A’ A'*, d’après (44)- 

Substituant cette valeur définitive à la parenthèse du se- 
cond membre de (54), cette équation, qui ne contient plus 
que p,, et qui représente conséquemment la famille de sur- 
faces dont cette coordonnée est le paramètre, devient la 
première du groupe final 



Les deux autres équations sont celles des deux autres la- 
inilles, et s'obtiennent de la même manière, en éliminant 
successivement, entre les (53), les fonctions inverses des 
paramètres p, et p, puis celles des paramètres p, et p,. 

Il est donc bien vrai que la famille au paramètre p^ con- 
tient un ellipsoïde, puisque toutes ses surfaces sont des el- 
lipsoïdes. De plus, les deux autres familles se composent 
d’byperboloïdes à une nappe et à deux nappes; en sorte que 
toutes les surfaces conjuguées sont du second ordre. L’éten- 
due et la simplicité de ces résultats étaient imprévues. La 
réponse faite par l'analyse est plus riche que la question 
posée; il en est toujours ainsi quand on la prend exclusi- 
vement pour guide. 

Telle est, en réalité, la marche rationnelle qui m’a con- 
duit aux coordonnées elliptiques. S’il s’agissait de résoudre 
un autre problème de même nature, de trouver le système 
de coordonnées relatif à d’aiitn'S corps que rclli|)soïde, ou 
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dc'liiii par dos conditions diflcrenlcs, il l’aiidr.iil sans doute 
reprendre la inèinc marche : déterminer des fonctions II. 
(|ui, satisfaisant aux nouvelles conditions, puissent vérifier 
les six équations aux différences partielles, régissant ces 
premières fonctions ; puis déterminer des fonctions «, vé- 
rifiant les <|uatrc équations aux différences partielles qui 
régissent ces secondes fonctions, quand on y a substitué les 
valeurs trouvées des H,. C’est-à-dire, intégrer successive- 
ment neuf équations aux différences partielles du second 
ordre, et une du premier; toutes simultanées et non li- 
néaires. Problème qui parait inabordable dans son énoncé 
général, et qui peut cependant se résoudre sans de grandes 
dillicultés, lors(|ii’on le traite particulièrement, et (ju’on 
énumère, à cbaque pas franchi, les propriétés analytiques 
et géométriques qu’il sigtiale, afin qu'elles puissent venir 
en aide pour franchir le suivant. 

§ LXIX. 

DÉVELOPPEMENTS DES (A,, B., C,). 

Lorstju’une recherche de physique mathématique exige 
l’enq>loi du système ellipsoïdal avec scs coordonnées ther- 
inométriques. il n’est pas indispensable de connaître toutes 
les propriétés des fonctions inverses (A,, B,, C,); même 
s'il s’agit (lu problème général énoncé au § LUI, et dont la 
solution est exposée dans h*s X\ III' et XIX' Leçons sur les 
fondions inverses. Tout l'espace est occupé par les trois 
familles de surfaces conjuguées, avec des valeurs des para- 
mètres comprises entre des limites telles, que la plupart de 
res propriétés ne s’y manifestent pas. Il suffit de savoir 
(|uelles sont les limites, en quelque sorte géométri(|ues, 
des js., et de pouvoir calculer approximativement les (A,, 
B,, C.) (|ui correspondent aux \aletirs des paramètres com- 
prises entre ces limites. 
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La feuille B conlieiit toutes les formules (jul sont alors 
néeessaires. Dans le tableau I, les p, sont exprimés par des 
intégrales, en A pour p, en B, pour p,, en C, jwur pij de 
telle sorte (jue la limite inférieure de chaque intégrale soit 
zéro; les trois fonctions inverses sont remplacées sous le 
signe somme par la même variable f, et ne figurent qu’aux 
limites supérieures des intégrales. Quand ces limites sont, 
k pour A, k' pour B,, l’infini jmurC,, les p, ont atteint leurs 
dernières valeurs représentées par xs,. 

Ces dernières valeurs u, sont des nombres qui dépendent 
de la constante A’; la formule II donne le développement dn 
nombre n en A*; on l’obtient facilement à l’aide de l’inté- 
grale définie elliptique, dans laquelle et se transforme, et 
qui est placée à la fin de la première ligne du tableau I. On 
établit, par la transformation des intégrales définies n,, que 
O, = n. Cl que et, = et'; o' étant ce que devient o quand 
on y change A’ en A". 

Les tableaux III, IVetV contiennent les premiers termes 
des développements que donne la série de Maclaurin, pour 
les neuf fonctions inverses (A,, B,, C,). 

Dans le système ellipsoïdal exprimé par scs cooixlonnées 
llicrmométriques, on peut n’admettre que les valeurs des 
paramètres p, comprises entre — ct, <;l -l-ct,. Alors les six 
fonctions inverses (B, C; C,, A,; Aj, B,) restent constam- 
ment positives, tandis ([ue les trois autres (A, B,, C») pren- 
nent le signe de leurs variables. D’après cela, il résulte du 
groupe (53) que x cliangc de signe aveep par A, y avec p, 
par B,, Z avec pj par Cf A l'origine Odes coordonnées, les 
p, sont nuis ainsi que* les u. 
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HUITIÈME LEÇON. 

SYSTÈME ELLIPSOIDAL. 

Di'rinitinn géométrique du syntonie ellipsoidal.— S.s généralité et ses va- 
riétés.— Courbures des surfaces ; courbures propres des ares d'inters.-c- 
tion; leurs relations. — l.ois particulières; familles de siiifaces seenn 
doives. 


§ LXX. 

S.\ nÉKlMTION GÉO.MÉTRIQl'E. 

Le sy s tome ellipsoïtlal élani tel, (ju’aticuiie dos six eoui - 
bures ii’esl généralement nulle, pourra servir, mieux que 
eelui des coordonnées spliéritjues, à vérilier, cl même n 
étendre, les lois t|ui régissent les surfaces orlliogonales. La 
définition géométrique complète du nouveau système, ne 
peut donct|ue faciliter ces applications. 

Les relations (45), § LXVI, expriment que les trois fa- 
milles de surfaees du second ortlre (55), § LXMII, sont 
homofocales, e’est-.à-<lire que leurs sections principales ont 
les mêmes foyers. Portant, de part et d’autre de l’origine ü, 
sur l’axe des x. d’aboril OFel ÜF' égales /, ensuilc Ôf ei 
or égales à A/; sur l’axe des > , O.f et O.f' égales à A'/; les 
points F, F', f, f', ri, rf, sont les six foyers constants, tous 
situés dans le plan des xr. 

L’ellipse dont les axes sont F' F, -T'. 7, et qui a consé- 
quemment pour foyers f, f', est appelée F ellipse focale, 
parce qu’elle concentre, dans sa propre définition, les six 
foyers constants du système. L’liy|H'ibolc, située dans le 
plan des zx, dont les sommets sont f et f', et les fovers 1’ et 
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I'"', est appelée l'h) pcrhole ombilicale, parce (lu’elle irace, 
sur cliaquc ellipsoïde de la iroisicmc famille, les <|ualre 
points counus sous le nom à' ombilics. 

La première et la dernière surface de chacune des trois 
familles p, sont planes. Le plan des yz appartient enlière- 
meni à la première surface p. Le plan des zx est partagé, 
entre la dernière surface p, et la pi'eniière surface p, j>ar 
riiypcrhole ombilicale. Le plan desxy est partagé, entre la 
dernière surface p, et la jiremière surface p, jtar l’ellipst! 
focale. La sphère de rayon inlini est, en totalité, la der- 
nière surface p,. 

On obtient une délinition géométriijue claire, rapide cl 
complète du système ellipsoïdal, en se plaçant sur la pre- 
mière surface d’une des trois familles, qui se meut et se 
déforme, de manière .à se superposer successivement sur 
toutes les autres surfaces de la même famille, jusqu’à la 
dernière; puis, en passant sur le même plan, et par rinier- 
niédiaire, soit de l’hvpcrbole ombilicale, soit de l’ellipse 
focale, à la première surface d’une autre famille, qui se 
meut et se déforint; à son tour. 

La familled’hyperboloïdes à deux nappes au paramètre p, 
commence par la surface p = o, ou par le plan des yz dans 
toute son étendue. Ce plan se dédouble dans le sens des x, 
de manière à former deux nappes, qui s’éloignent et s’inllé- 
cliisseuten sens opposés; celle de droite prend les valeurs 
positives du paramètre p, celle de gauche les valeurs néga- 
tives. En continuant à s’éloigner et à s’infléchir, plus dans 
le sens des_y que dans celui des z, les deux nappes mobiles, 
après avoir balayé tout l’espace, aboutissent aux parties 
intérieures de l’hyperbole ombilicale ; là, le paramètre p 
atteint ses valeurs limites ±t3; en sorte que la dernière 
surface de la première famille est une plaque liyperbolique 
à deux nappes. 

La partie du plan des rj*, extérieure à riivpcrbolc'om- 


Digitized by Google 


SI II I.F.S COOIIDONSÉKS 1 1. Il V ILIGM-IS, ETC. l'ij 

bilicale, forme la plaque hypei-Lolique à une nappe, pre- 
mière surface de la seconde famille, où le paramètre est 
zéro. Celle plaque se dédouble dans le sens des y, de ma- 
nière à former un hyperboloïde à une nappe, qui s’ouvre et 
s'inllécbil de plus en plus; la jiartic qui s’ouvi'c en avant 
du plan des zx prend les valeurs positives du paramètre pi, 
celle qui s’ouvre en arrière les valeurs négalives. Les .som- 
mets de l’ellipse de gorge marchent de f et f' vers F et F', 
de l’origine O vers -T et Quand cette ellipse se confond 
avec l’ellipse focale, la nappe mobile, qui a balayé tout 
l’espace en s’inlléchissant, se couebe délinitivemeiil sur le 
plan des xy, et forme la plaque indéfinie à vide elliptique, 
dernière surface de la seconde famille, où le paramètre p, 
atteint scs valeurs limites ± o'. 

La partie du plan des xj', intérieure à l’ellipse focale, 
forme la pla(|ue elliptique, première sui face de la troisième 
famille, où le paramètre p, est zéro. Cette plaque se dé- 
double dans le sens des z, de manière à former un ellip- 
soïde d’abord trè.s-aplati, et qui, en s’agrandissant et se 
gonflant de plus, balaye encore tout l’espace, pour aboutir 
à la sphère de rayon intiui, dernière surface de la troisième 
famille, où le paramètre p, atteint scs valeurs limites ± cj ; 
la partie supérieure au plan des orv ayant pris les valeurs 
positives de p,, la partie inférieure les valeurs négalives. 


§ LXXl. 

SES LIMITES ET SES VARIÉTÉS. 

Le système ellipsoïdal, qui vient d’etre défini géoinélri- 
(jucment, est loin d’ètrç unique, l'ommc le système cylin- 
•Irique des coordonnées polaires, ou comme le système 
coniipie habituel des coordonnées sphériques, lesquels res- 
tent coiislainmcnl et partout les mêmes. Pour la même 
grandeur de la ligne /, il existe, en réalité, autant de sys- 


Digitized by Google 



1 aH LEÇONS 

lèincs ellipsoïdaux dillëreiil.s et non sii^ierposables, (|ue de 
valeurs fractionnaires comj)rises entre zéro et runilc, suc- 
cessivement assignées à la constante A, ou au rapport des 
demi-distances focales Of et OF. De plus, à la même valeur 
de A, ou du rapport de Of à OF, correspondent une infi- 
nité de systèmes semblables, mais non superposables, (]ui 
dillèrent entre eux par la grandeur de la ligne / ou de la 
demi-distance focale OF. 

Lors(|uc, / restant le même, on prend la limite A = o, ou 
qu’on annule la demi-distance focale Of, on a le système 
particulier des ellipsoïdes planétaires, dont les trois fa- 
milles sont : celle des plans méridiens au paramètre azi- 
mutal p; celle des liypcrboloïdes de révolution à une 
nappe, au paramètre p, ; et celle des ellipsonles de révolu- 
tion autour du petit axe de leur ellipse méridienne. L'iiy- 
perbole ombilicale se réduit à l’axe polaire des z; l’el- 
lipse focale, au »-ercle lieu géométrique des foyers constants, 
des sections méridiennes des deux dernières familles. 

Lorsque, / restant encore le même, on prend la seconde 
limite A= i, ou qu’on égale la demi-distance focale Of à 
OF, on a le système particulier des ellipsoïdes ovaires, 
dont les trois familles sont : celle des hyperboloides de ré- 
volution à deux nappes, au paramètre p ; celle des plans 
méridiens, au paramètre azimutal p, ; et celle des ellip- 
soïdes de révolution autour du grand axe de leur elli|)se 
méridienne. L’hyperbole ombilicale se réduit aux deux 
parties de l'axe polaire des x, situées en deçà de F', et au 
delà de F. L’ellipse focale se réduit à la droite comprise 
entre les deux points F et F', seuls foyers constants des 
sections méridiennes de la première et de la troisième fa- 
mille. 

Pour tous les systèmes ellipsoïdaux semblables, corres- 
pondant à la même valeur de A, et à des grandeurs dillé- 
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rentes de la ligne /, les cônes asymptotes des hyperbuloïdes 
liomofocaux à deux nappes et à une nappe forment deux 
familles orthogonales de surfaces coniques du second ordre, 
lesquelles lestent les mêmes pour tous les systèmes sem- 
blables. A la limite de / = o, ces cônes s’associent avec la 
famille de sphères concentriques, pour composer Un sys- 
tème orthogonal conique et triplement isotherme, tangent 
vers rinilni n tous les systèmes ellipsoïdaux correspondant 
à la même valeur de A . 

Les deux systèmes coniques, tangents vers l’infini aux 
•systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires, ne sont 
autres que le système conique habituel des coordonnées 
sphériques. Lequel semble se présenter, à la fin de cette énu- 
mération de tous les systèmes nouveaux, nés de la même 
recherche, comme pour nous rappeler qu’au départ scs in- 
dications ont piii.ssammcnt contribué à la faire réussir. 

§ LXXIl. 


r.ounnuRES de ses surf.aœs. 

Etudions maintenant les courbures du système ellip- 
soïdal, pris dans toute sa généralité. Si l'on pose, |K)Ur 
simplifier, 


(-) 


ABC ^ A,B,C, A,B,C,_^ 

Q.Q. ■" ’ Q, Q " QQ, 


les six courbures des surfaces conjuguées, déjà exprimées 
an § LXI, peuvent s’écrire ainsi ; 
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Les courbures des hyperboloïiles à deux nappes soni posi- 
tives, celles des byperboloïdcs à une nappe de sifjiies con- 
traires, celles des ellipsoïdes négatives, conformément à la 
règle du § XXVm. 

Les courbures sphériques -des trois familles de surfaces, 

lesquelles sont aussi leurs courbures paramétriques, de- 
viennent alors 

G q; 4- 0! 

! QÎQÎ ’ 

G. Q;— 

/ ’ 

G, Q’4-Q; 

/ q'q; 

Les difl'ércnces et les produits des deux courbures d»‘ 
<-haquc surface ( 5 , s’expriment plus simplement encore, 
car on a, en se rappelant la première identité (17), 

S LM, 

I I G Q’ I G’ 

7~7'-l QfQ;’ 77'' - 7q\q\' 

J^_^^G,_Q|_ 1 ^ G’^ 

'•I ^ ^ /’QÎQ’’ 

L — _^L _L g; 

'•'.“/q’q:’ /-q=q:‘ 

Désignons par 7. le rapport des deux courbures de la 
surface p, , ou celui de leurs rayons, 011 aura 
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Cl la prcmicro identité (17), § LVI, donne aisément 


( 6 ) 


7.+ - = 
I 7. 


7iH = ‘1 

7 


7 H = I . 

7' 


Si donc on suppose que le rapport y soit connu, les deux 
autres rapports auront les valeurs 


( 7 ) 7i= ’ 7i = ’ 

' I — 7 7 

qui reproduisent la relation fondamentale (9), § LV, sous 
la forme 


(8) 77,7,4-1=0. 

Etant déduites des deux dernières (6), et vérifiant la pre- 
mière, les deux seules équations (7) remplacent les quatre 
(6) et (8). Ainsi, il suffit de connaître le rapport y des 
deux courbures di? l’iiypcrboloïde à deux nappes, qui passe 
en M, pour en déduire immédiatement ceux y,, y,, des 
courbures de riivperboloïdc à une nappe et de l’ellipsoïde, 
qui passent au même point. 

§ LXXIII. 

SES FAMIU.es SEliONDAlHES. 

Avant de passer aux courbures propres des ares s, , quel- 
ques préparations sont nécessaires. Soit posé, pour sim- 
plifier, 

I A»-t-A’-(- a; = r, 
a;a;-»-a;a>-4-a»a; = p, 
a'a; a; = n, 

9 
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d’où 1 on conclut les autres sommes syméti iqucs 

(,o) j a*h-a;-+-a; = r’-2P, 

I A‘ + A‘ + a; = — 3 PR + 3 n. 


Si l’on prend, aux relaiions (4-^)i § I, les 15’ et les 
C,’ en A’, on obtient les développements 

I b*b;b; = ^‘— R/'+px>— n, 
f c’c;c’ = — i + R — p + n. 

Ajoutant au premier le produit du second par A*, se rappe- 
lant que (i — A’) égale A", et remplaçant R par la somme 
des A’, on arrive aisément à 


( 12 ) 


a»a’a;a; + b>b;b;-+-a>c‘c; c; 

= A» A"[A> + (A| — A>) (A| — i)]. 


Ajoutant encore, au premier développement (ii), le pro- 
duit du second par A', on trouve 


(.3) 


A’ A I a; -t- B> b; b; -t- A* C’ c; c; 

= A’A'’[— A»R A»)P— 3n]. 


Si l’on divise ces deux équations (la) et (i3) par A’ A'*, 
les valeurs (53), § LXVIII, permettent de les écrire ainsi : 


(> 4 ) 




= A’-t- B;-t-c; = R — (i-i-A>)=a, 




^ et P représentant ces valeurs symétriques. La première 
(i4) donne très-simplement, à l’aide des nouvelles coor- 
données, le carré de la distance à l’origine O; celte expres- 
sion SC réduit à zéro, quand les trois paramètres p, sont nuis; 
ce qui devait être. La seconde (i4) peut èli-e considérée 
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comme représentant une fuinillc secondaire d'ellipsoïdes 
semblables, au paramètre f*; c’est-n-direque toute quantité, 
qui ne dépendra que de p, sera la même pour tous les points 
de chacun des ellipsoïdes de cette famille. 

§ LXXIV. 

SES RELATIONS SYMÉTRIQUES. 

Par la substitution des B’ cl des C’ , donnés en AJ par 
les relations ( 45 ), § LXVI, on a les deTeloppements 

I A’B’C’= A‘— {i+^’)A‘ + *»A% 

a; r;c; = - AJ+ (i+ X’) A|— a’a;, 
a;b;c;= a;-{i4-/’)a; + a^a|; 

d’où l’ou déduit, à l’aide des formules (lo), et de la pre- 
mière (9), 

06Ï I a’b*c‘-a;b;c;-ha;b;c; 

' ’ I =(R»— 3PR-t-3n)— (i-f-A>)(R'— aP)-hA>R=*., 

O) représentant cette nouvelle somme symétrique. D’après 
les valeurs (1) des G,, cette relation (16) peut se meure 
sous la forme 

(16 6, r) g>q;qi-g;q;q'+g;q>q;=«. 

Les QJ exprimés en AJ donnent aisément 


(> 7 ) 


(q;q;= a- + 2aja;-p, 

o;q^=-a;-2a;a’+p, 
( q^q;= a;-i-3A’aj-p, 

d’où l’on 
lions par 

déduit, en multipllaut respectivement ces rela- 
ies AJ, 

(.8) 

( 

i 

a‘ = a’q;q;+ PA» — 211, 
-A! = AjQ;Q=-PA:-t-2ll, 
AJ= AjQ’Qj-f-PAj-an. 
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Si l’on additionne ces trois valeurs (i8), res[>cciiveuient 
multipliées par les Q’, les identités (17), § LM, donnent 
pour la somme 

(19) Q^V-Q:A:-^-Q;A;=Q^QlQ;R. 

Additionnant de la même manière, ou avec les memes fac- 
teurs, les développements (i 5 ), on a, par les mêmes iden- 
tités et par la relation (19), 


(20) 


A' Q=-t-AjB;c;Q;-t- a;b;c;q; 
-Q’Q:qî[R-(>-+-^’)]; 


ou bien, en divisant par le produit des Q,’, et intioduisant 
les G. (1) 




-t- J ' -H 


d’après la première (i 4 )* Cette relation (21) exprime que 
la somme des G,’ a la même valeur, pour tous les points 
également distants de l’origine O. 

Si l’on ajoute à la première (17) la (|uatrièmc puissance 
de Q, qui est 

Q' = A;-t- a;-2a;a;, 

la somme des seconds membres s’i'xprime symétriqucmeui 
par l’une des sommes (10), et l’on a la première du groupe 
suivant 

( Q' -i-q;q’,= I 

( 12 ) q;-q;q^= ■=R’-3P=X; 

I q; + Q’q;= ' 

les deux autres s’obtiennent d’une manière analogue, et A 

représente la valeur commune. 

On constate facilement que les quatre expressions symé- 
triques, successivement introduites, A et p (i4), w(i6), 
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A (32), vérifient la relation 

« -H [i = ^ A. 

Cela posé, ajoutant les trois équations (22), respectivement 
multipliées par les G’, substituant, dans la somme, les va- 
leurs (i 6 bis) et (21), puis remplaçant (XA — u) par /2, 
d'après la relation qui précède, on aura déGnitIvemeut 


( 23 ) g>q'h-g;q;-i-g;q; = p = 


’ 


conformément à la seconde (i 4 )- Celte relation ( 23 ) ex- 
prime que la somme des Q,‘ G,’ a la même valeur, {H>ur tous 
les points de chacun des ellipsoïdes semblables, au para- 
mètre [X. 

§ LXXV. 

COURBUUES PROPRES DE SES ARCS s,. 

Alaintcnant, d'après les formules (22), § XL, la cour- 
bure propre de l'arc s, normal à l’hyperboloïde à deux 
nappes, et ligne de courbure de l’ellipsoïde, est donnée par 
l’équation 

' _ ■ . ■ _ ■ q;g; + q;g; 

yP r; QÎQ^ ’ 

qui, en substituant au numérateur sa valeur déduite de la 
relation ( 23 ), devient la première du groupe 

I I fi — G’ Q‘ 

1/^“^“qTqT ’ 

,,4) 

' jp’. q;q' 

h _ I p-g;q; 

Pi Q'q: ’ 


la même transformation donnant successivement les deux 
autres. 
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Lorsque l’on additionne respet tivcinent les lignes Un 
groupe (24), avec les carrés de celles du groiqH; ( 4 ), pre- 
mière case, cl que l’on ri'inplacc les dcnominalcurs des se- 
conds membres par 


les 



011 1 rs 



on obtient l’égalité multiple 



Cv)'[(7-p)’-p]= 


, = / * fl = / '< ,r>-t- j '+i< z\ 


D’où résulte, pour le système ellipsoïdal, cette double loi : 
Si Von ajoute au carré de la dij^érence des courbures de 
chaque surface ^ le carré de la courbure do l'arc normal , 
et qu’on divise la somme par la quatrième puissance de 
la variation du paramètre suivant cet arc, on aura trois 
quotients, lesquels seront égaux. De plus, leur valeur com- 
mune sera la même pour tous les points de chacun des el- 
lipsoïdes semblables, au paramètre p. 


§ LXXVI. 

RELATIONS ENTRE TOUTES SES COURBURES. 

Le groupe ( 24) peut servir à vérifier les formules et les 
lois établies aux § § XL et XLl. Pour simplifier cette véri- 
fication, désignons cbaqueG’ Q* par g',, et fxétantla somme 
des trois g,-, représentons par v celle de leurs produits 
deux à deux, c’est-.i-dire posons 


(a(>) 


li -h g,-hg, = li. 
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l.cs cqualiuns (a4), résolues par rapport aux />,, donnent 


(^■ 7 ) 



{QLQL 

v^f* — 

I 9 LQ’ 



/q’q; 

V,“— 


Prenant au groupe ( 4 ), seconde case, les produits des 
courbures de rliaque surface, les cosinus nij (a 3 ), §XL, des 
angles plans qui forment l’angle trièdre des normales 
principales aux trois arcs j., auront pour carrés 





’ 

in* - 

g’i ff*— ff.) 

W, - 

i’ ’ 

Jîl^ ~ 


- 

0’ 


si l’on représente par d* le produit des trois facteurs jm>- 
sitifs (p — gi)i ou si l’on pose 

(29) (P-S’)(f‘— = 

Dans le développement du premier membre de cette rela- 
tion posée (29), les termes en p* et en p’ se détruisent, 
d’après la valeur (26) de p, et, d’après celle de v, on 
simplement 

(30) i’ = iiv—gg,g,. 


Avec les valeurs (a8), le produit des iii] est 

ff* 

( 3 i) • = 
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el (Tinar(|uaiit (jiU! l'on a identiqucmenl 


(&i + ff.) + érî + g-) + ?’.(? + ?■ ) 
= «■• (.“ — ff) + gj g (f* — gi ) -t- gg. (f*— g») 

= P — 3gg,g„ 

la soiuuiu des carrés <les mêmes cosinus est 
■ » 


d’où l’on conclut, d'après (3o) et (3i), 


( 32 ) 




Ainsi la relation (3o) du § XLI, cxisic pour le système 
ellipsoïdal^ d’où il suit que les deux produits et du 
même paragraphe, sont égaux entre eux, et que leur carré 
est (3i); ce qui résultait d’ailleurs de la relation fonda- 
mentale ( 9 ), § LV. On a donc acluellemeut 


(33) <i>' = çf" = 

Ix's sinus rt,- qui correspondent au cosinus s’ex- 
priment facilement à l’aide des g,. On a idcnti(|ucmcnt 

| =p’ — + gO -+-g>g'. 

= k’— P(F- g)-+-g<g>. 

= f‘g + gig>=»-+-g’. 

d’où I on conclut, d’après la première (a 8 ), 

Ü' V 

«’= I = ; — ^ 

(f*— g')(p — g>) 


et multipliant, haut et has, par (( 2 — g), introduisant J’, 
on a la première des valeurs du groupe qui suit, les deux 
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autres s’obtenant île la mêuic uianièrc, 


(34) 


o' 

«’ = — !— J 

■ S‘ 


Avec les valeurs (33), ( 28 ) et (34 )> le groupe ( 29 ) du 
§ XLI SC calcule rapidement, car, par exemple, sa pre- 
mière équation devient 


/'! _ ng< g» ■+- g' (g. + g») g_, 

■■'(gi + g) gi+g’ 

et sa transi'ormation complète donne le nouveau groujie 


(35) 


P' 


g 

gi ■+■ S 
g. 

g •+■ g. 
. g' 


P, _ g 

g + g. ’ 
P' _ g< 

'•ï g. -^-g*’ 


g » ' 


g. + g> ' g> -H g 
que vérifient d'ailleurs les valeurs ( 24 ) et ( 2 ). 


§ LXXVII. 

DÉFINITION DE SES ÉLÉ.MENTS ÿ,. 

La simplicité des lois et des relations qui précèdent, 
donne, pour le système ellipsoïdal, une importance réelle 
aux trois quantités essentiellement positives G/ Q* ou g,. 
Car, lorsqu’elles sont numériquement connues, pour un 
jxiint M, elles donnent immédiatement le paramètre p de 
rellipsoide (i 4 ) qui passe en ce point, les cosinus et sinus 
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des angles qu’y foui enlre elles les normales principales des 
arcs 5 ,-, enfin par les équations ( 35 ), les rapports de toutes 
les courbures des surfaces conjuguées cl de leurs arcs nor- 
maux. Si l’on rapj>ro( lie les valeurs (i),des produits expri- 
mant les (A', B', , C,), on peut définir ainsi ces quanti- 
gii 



elles se réduisent à zéro, à l’origine O, comme l'indiquait 
d'ailleurs la relation {a 3 ). 


§ Lxxviir. 

SES COURBURES RISULTANTES. 

D’après la formule (21) du § XXXIX, la courbure ré- 
sultante -î relative .à la surface p, est actuellement donnée 

n 

par l’éijuation 

I __ I I 

V’ ~ ^ y"' 

pt substituant les valeurs ( 3 ) et (24), on a, pour le système 
ellipsoïdal, 

■ _ I p-t-4(PQjQj 

'/’ q: q: ’ 

puisque Q’ est égal à (Q| — Q’,)? d’après ridenliié si .sou- 
vent employée; ou, remplaçant G par sa valeur (1), 

I I ft -t- 4 A’ B’ C’ 

oToi ’ 

et, d’après la valeur (4) du produit des deux courbures de 
la surface p, et la valeur (i) de G, on a définitivement la 
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' 4 ' 


première du dernier groupe 

I — — ^ ^ 

‘ /-QlQr r'r"’ 

■ — I 4 

'/] l’Q'.Q' 

± +_i-. 

les deux aulrcs résultant de substitutions homologues. 

Ces valeurs (37) conduisciU facilement à un nouvel 
énoncé de la double loi du § LXXV. Dans des rechcTcbes 
importantes, faites à l'aide du système ellipsoïdal, plusieurs 
géomètres ont choisi, pour coordonnées, les premiers axes 
(/A, lA,, /A,) des surfaces conjuguées, et non leurs para- 
mètres thermométriijues. Alors les courbures paramétriques 
n'étant plus égales aux courbures sphéri«|ues, les courbures 
résultantes ont des valeurs plus compliquées, et dont l'in- 
terprétation géométiique n'est pas sans dillicullé. 

Terminons par tjuelques détails, relatifs aux courbures 
appartenant aux points situés, soit sur l'hyperbole ombili- 
cale, soit sur l’ellipse focale. Leurs expressions sont celles 
des deux tableaux ; 

A = X = A, 
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î.es titres rappellent les valeurs-limites, «pi’il faut donner 
aux A,-, pour déduire ces expressions des formules générales. 

D’après le premier tableau : i" sur l’hyperbole ombilicale, 
les lieux courbures de chaque ellipsoïde traversé sont égales 
et de môme signe ; 2 ” les deux courbures conjuguées en l’arc 
by(ierbolique, sontégales entre elles, et à la courbure propre 
du même arc; 3” les deux courbures réciproques, appar- 
tenant aux rebords iiiGniinent courbes des plaques hyper- 
boliques conjuguées, sont iuGnies. de signes contraires, et 
leur rapport est moins l' unité. 

D’après le second tableau: i” sur l’ellipse focale, les deux 
courbures de chaque liyperboloïile à deux nappes traversé 
sont égales et de même signe; 2 ” les deux courbures con- 
juguées en l’arc elliptique, sont égales entre elles, et à la 
courbure du même arc; 3” les deux courbures réciprcK|ucs, 
appartenant aux rebords infiniment courbes des plaques, à 
\ide ou plein elliptique, sont infinies, de signes contraires, 
et leur rapport est moins l’unité. 

Ainsi l’ellipse focale trace aussi des ombilics sur les hy- 
perb()b)ï3es delà première famille. On remarquera ([ue la 
valeur commune des deux rayons de courbure, aux ombi- 
lics d'un ellipsoïde, est égale au cube de son demi-axe 
moyen, divisé par le produit des deux autres demi-axes. 
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NEUVIÈME LEÇON. 

MOUVEMENT D’UN POINT MATÉRIEL. 

Equations du mouvement d’un point en coordonnées cunrilljïnes. — Déconi- 
positioii du inoiivenient qui établit directement ces équations. — Rappel 
de la méthode de CorioUs. —Application aux (*oordonnées sphéiiqiies. 


§ LXXIX. 

SES Equations en coordonnées curvilignes. 

Les é([ual!ons du mouvemenl d’un point matériel peu- 
vent être exprimées en coordonnées curvilignes p,. Car, 
lorsque ce mobile traverse le système orthogonal fixe, le 
lieu M, qu’il oeciipe h une époque /, étant délini p.nr les 
valeurs des paramètres p, des trois surfaces conjuguées qui 
s’y coupent, ces valeurs sont trois fonelions du temps t, 
qu’il suffit de connaître pour en déduire la trajectoire. Il 
s’agit d’établir les éejuations différentielles (jui doivent ré- 
gir les fonctions 

(i) p,= .f,(f),.. 3. 

Soient, au point M, V la vitesse du mobile sur la trajec- 
toire, et (i', c,, c,) les projections de celle vitesse sur les 
normales aux surfaces cniijiiguécs ; u une coordonnée rec- 
tiligne quelconque, et (U, U,, U,) les cosiuus des angles 
que sa direction fait avec les mêmes norm.iles. On .lura 


{») 


rf.ï, 1 f/p, 

lÿ-=.v,= i..± 

aSi a pi 


3, 

3. 


La coordonnée u est la fonction des trois paramètres p,, 


Digitized by Google 



I.ECO>S 


ï44 

dont les six dérivées partielles du second oidre sont don- 
nées par les équations (3o), § LI, et (28), § L. Os équa- 
tions peuvent se mettre sous la forme 



en exprimant les dérivées du premier ordre, de « par les 
U, (u), des //,• par les courbures des suifaccs ( a4), § XXX, 
et les courbures paramétriques (aS), § XXXI. 

La fonction ii ne contenant le temps que par les p,, sa 
première dérivée en t est 

fia tlu fto/ 

dt df>i dt 

La seconde dérivée, par rapport à la môme variable, peut 
s’écrire ainsi ! 


Tt 


' Zé\l„ dO ^ ‘ d fl V 


-t- 2 


h / 

"1 'h -, T 

\ df, t/p, 


rf’ « 

+ h, 3 T •’> ” 

«pi '/p 


d^u 
-7 T- *^i I ’ 


df dp, 




en remplaçant, les ^ par h, i',, les lorsqu’on 

y substitue les valeurs (3), et qu’on met les U, en facteur» 
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cominuns, elle donne définilivement 



pour raccélération du mouvemenl projeté sur la droite 11 . 

Désignons par F la force, rapportée à rnriité dt; masse, 
qui sollicite le point matériel eti M, par H, ses trois compo- 
santes suivant les normales au\ surfaces eori|uguées. Alors, 
prenant pour unité la masse du mobile, l'accélération (4) 
sera égale à la composante de F parallèle à la ligne a, ou à 
la somme des projections des R,- sur cette ligne. C’est-à- 
dire que l'on aura nécessairement 

(5) ^ = TJR 


Les expressions (4) et (5) doivent être identiques. Or, la 
direction de la ligne 11 est arbitraire, et peut être prise suc- 
cessivement parallèle aux trois normales; d’où l’on con- 
clut aisément que les trois parenthèses du second membre 
de (4) doivent être resj>cctivement égales aux R,. Ce qui 
donne enfin 


( 6 ) 


1 

Â 

(iO 

h 

r 

al 

r 



2 CF, 

r, 

•1 ri'j 

r. 

I 




-4- 


2 r, r, 

P. 1 *, V 

X 


r, 

r 




r 

1 

,r-p. 

t»* 

— 




2 c 

2 Vj v^ 

Â; 

fir 

r. 

K 



r" 

w 


pour les équations du mouvement d un point, rajtporté aux 
coordonnées curvilignes p,. 

10 
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§ lAXX. 

MÉTHODE DE DÉtXtMPOSlTION DU MUÜVEMEM . 

Les premiers membres des é(]ualions (6) sont, néeessai- 
remeni, les expressions des composantes de racccléraiion 
totale, suivant les normales aux surfaces conjup;uces. El, si 
l’on imagine une décomposition du mouvement général en 
jdusieurs autres mouvements successifs, on plutôt simul- 
tanés, les projections des accélérations de tous ces mouve- 
ments donneront, par leurs sommes, les mêmes expres- 
sions. Lorsqu’on cherche un genre de décomposition, qui 
permette d’obtenir directement, et eu quelque sorte géomé- 
triquement, ces composantes de l’accélération totale, on 
rencontre presque immédiatement celui que nous allons 
définir. 

]>e mobile étant en M à l’époque t, soit M' sa positioti à 
l’époque La fig. i représente le prisme rectangn- 


Kig. I. 





lairc curviligne, véritable élément de volume du système 

orthogonal, dont l’arc inliniment jictit MlM' de la trajec- 
toire est la diagonale. La fig. 2 iiidiipie, sur les tangentes 

aux arcs s, passant en M, les centres des six courbures 
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des surfaces ronjiigm'rs; cenires que l’on suppos»- tous 

Fip. 5. 

c' 

r 

\ 



placés sur les parties positives des normales correspon- 
dantes. 

On décompose d’abord le mouvement général, en trois 
antres mouvements curvilignes, s’exécutant sur les arcs dsj 
ou sur les arêtes qui forment le sommet M du prisme cur- 
viligne de \a fig. i. Sur chaque le mobile part de I\I 
avec la vitesse initiale e,, et arrive en m, h la fin du temps rit. 

En outre, tandis que chaque fis, est ainsi parcouru, on 
imagine que cet arc même, ou sa tangente en M, tourne 
uniformément et .simultanément autour de deux axes, me- 
nés par les centres qui SC trouvent sur eette tangente 

{fig. a), perpendiculairimicnt au plan de chaque cour- 
bure. De telle sorte que celle des extrémités de l’arc en- 
traîné c/.q, qui était en M, arrive finalement en W'. 

lO. 
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Par cxfinplc, l’arc M/«, «ii sa langcnic MtyCV', qui 
prendrait la position in, IV,, on ne tournant qu’autour de 
l'axe mené par C', perpendiculairement au plan M///,CV, 
et (jui prendrait la position in,N, en ne tournant qu’au- 
tour de l’axe mené parC", perpendiculairement an plan 
aura, aj)rès le temps dt, la position iVM', par 
suite des deux rotations simultanées. 

En résumé, à chaque arc ds^ correspondent trois mouve- 
ments composants : un mouvement curviligne, uniformé- 
ment accéléré, sur cet arc même, et deux mouvements de 
rotation uniforme autour d’axes dill'érents. Evaluons, main- 
tenant, les projections sur les trois normales en iM, des 
accélérations de tons ces mouvements composants. 


§ lAXXI. 

ÉVALUATION DIRECTE DES ACCÉLÉRATIONS R,. 
L’accélération du mouvement curviligne, qui s’exécute » 
sur l'axe ds (supposé fixe, et où conséquemment la coor- 
donnée P varie seule, tandis que p, et p, restent constants), 

se compose de l’accélération langenliclle et de l'accé- 

• • • 

lératiou normale — La première est dirigée suivant la 

normale à la surface p; sa valeur s’obtient en dill'ércntianl 
la vitesse e, ou j “•> par rapport à /, dans p seulement , 
non dans p, ni dans p,, qui restent invariables; d’où ré- 
sulte, pour la somme 11, le terme 


f/(r) I f/’p I (Ui f I p 

rit II dO h'dp yr/r j il dt' r 


la parenthèse, donnée à e, indique la restriction imposée 

à la dilférentiation. La seconde —, dirigée suivant la nor- 

/' 

male principale de l’arc .r,donncdcux composantes suivant b*s 
normales aux surfaces p, et p,, dont sa direction est séparée 
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parles angles aux eusiiius - el (XXXVllI) ; d'où résulte 

r , r-i 

j>2 

le lorme — pour R, , \e terme - pour R,, 
r, /*, 

Le Iraiisport de l’arc c/.r, edeclué par la rolalioii autour 
de l'axe uieiié par C', peut sc décomposer en une simple 
Il anslalion , uniforme ou sans accélération, qui amè- 
nera l’arc r/.f, parallèlement à lui-nième, en /«, {Jig. 2), 
et en une l olatioii autour de w,. Cette rotation fera décrire 
à l'extiémité //,, dans le temps tlt, un chemin ri,Nt, pa- 
rallèle à /n,iM, en sens contraire de la translation, el dont 
la valeur absolue, donnée par la similitude des deux trian- 
gles ///,C'M, est 

«I N, = <ls, — = <!t'. 


inultinliant ce chemin par on aura une accélération 

' * liO 

— ' > qui devra faire partie de la somme R,. On trouve 

de la même manière, que le transport de l’arc fJs, cll'ectué 
par la rotation autour de l'axe mené par C", donne lieu à 


une accélération j qui doit faire partiedelasommeR,. 


En résumé, les mouvements composants exécutés suret 
/lar l’arc ils, donnent aux sommes R, les termes du tableau 
suivant, au-dessus desquels se trouve la lettre p. 






?’ 

2 l'V, 

■ ■ 1 

r, 



pî P 


P p. 

2 c, I’ 2«‘jC, 

r' -r* ■ 
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Los lcriiies au-clossus dosqucls sc trouve la lettre p,, ou p,, 
seront donnés de la même manière, par les mouvements 
composants exécutés sur et par ds,, ou sur et par ds,. 

Les sommes (8) sont identiquement les mêmes que 
celles (6), déduites de l’analyse, en ayant égard aux \aUairs 

essentielles [y) des Ainsi, le mode de décomposition 

du mouvement général, qui conduit à ces sommes (8), est 
complètement vérifie. Si les arcs dsj n’étaient pas infini- 
ment petits, on (’onçoit que ces trois arcs, parcourus et 
transportés comme l’indique la décomposition actuelle, 
amèneraient leurs dernières extrémités-m, dans trois posi- 
tions voisines, mais dill'érentes, de M'. On doit conclure 
de la vérification qui précède, que ces écarts sont des infi- 
niment petits du' second ordre, et coinpléleinent négli- 
geables quand les r/s,- sont des iuGniment ])etitsdii premier 
ordre. De telle sorte que les vitesses absolues e' , acquises , 
aux extrémités des trois arcs transportés et parcourus, don- 
neront, en grandeur et en direction, les composantes de la 
vitesse totale V'du mobile en M', suivant les normales aux 
trois nouvelles surfaces conjuguées, qui passent au nou- 
veau point M'de la trajectoire. 


§ Lxx:x:ii. 

Al*f*LlCATION AU SYSTÈME Sl’UÊKIOUE. 

Appliquons les formules (8) au système habituel des 
coordonnées spliéritjues, les<pielles sont : la longitude ip, la 
latitude ç et le rayon que nous désignerons par y. Un a 
donc 

p — Pt Pi~ f t h — T) 

les trois composantes v , , de la vitesse totale A , sont 


!• ■= y ros f — > c, 
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les rayons de courbure des surfaces conjuguées (§ XXXII), 
ont jK)ur expressions 



Substituant ces valeurs dans les soinines (8), en observant 
la règle prescrite par la formule (y), d’où résulte que, daus 
la dérivée de e par rapport à f, le facteur y cos ç reste con- 
stant, et que, dans celle de e,, le facteur y est invariable, 
on écrit immédiatement 





cosïS.n {, + 2- 




Telles sont, en ellél, les valeurs (|ue l’on obtient, en par- 
tant des formules de transformation 


•r = y cosy cos iji , 
y — y cos ip sin ij< , 
Z = 7 sin 7 , 


évaluant les trois dérivées secondes ou les compo- 


santes de l'accélération totale, suivant les trois axes recti- 
lignes^ puis additionnant, successivement, trois fois les 
valeurs de ces dérivées, respectivement multipliées par les 
cosinus, exprimés en ^ et f, des angles que fait avec les 
axes, soit la tangente au petit cercle parallèle à l'équateur, 
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pour oliteilir R, soit la langenic au luéi itlicn pour R,, soit 
le rayon pour R,. Calcul assez long, et nièine pénible, par 
suite du dél’aui etnnplcl de symétrie. 

§ I.XWIII. 

llfcTKHtJIlfcNÉITÉ DES U. D.VNS CE SVSTE.ME. 

I.orsqu’on compare entre elles les sotnmes (9), on ne 
irouve de semblable que le nombre des termes, et la pré- 
senre de la dérivt“c seconde d’une des coordonnées dans les 
premiers; ([uant aux deux derniers termes, ils ne pré- 
.seiilent jilus rpie des diirércnees ; deux doubles rectangles 
de dérivées dans la première, deux carrés de dérivées dans 
la troisièntc, un carré et un double rectangle dans la se- 
conde; en outre, ces deux termes ont le signe -H dans la 
deuxième, le sigtie — dans la troisième, des signes con- 
traires dans la picmière; et ces deux genres de diirérences 
ne SC correspondent pas. Tout semble concourir pour em- 
pèclier la mémoire de retenir les formules (9), malgré leur 
peu d’étendue. 

Kllcs provicnnt’nt cepctidant du groupe général (8), dont 
la symétrie est si remanjuablc- C’est donc ce groupe même 
qu’il faut retenir, comme restant le guide le pitts sûr pour 
toutes le.s applications. 11 peut rétablir la symétrie, meme 
dans le système sphérique; car, rannulaiion de iroisdessix 
courbures, et lessignes des trois autres, cxpli(|uent toutes les 
anomalies qui viennent d'être signalées; sachant que les 
sotnmes (8) contiennent chacune, outre la dérivée res- 
treinte d’une des trois vitesses composantes, deux termes 
aux carrés de ces vitesses, et deux aux doubles rectangles, 
on reconnaît, à leurs traces, ces expressions générales et 
symétricpies, dans les sommes (9), en apparence si dissem- 
blables. 

Cet exemple se joint à beaucoup d’autres, pour faire re- 
connaître un principe tpie voici ; Lorsqu’une théorie ma- 
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ilKTiialique, ou uiu; simple recherelie analytique, sc sii;iiale 
par l’absence de toute symétrie dans scs calculs et dans ses 
formules, il doit exister une théorie plus générale, une re- 
cherche plus étendue, où la symétrie sera au contraire très- 
complète; et il importe de chercher eette dernière, pour 
guider, éclaircir, simplifier même rinterprétation des ré- 
sultats obtenus par la première. 

§ LXXXIV. 

MÉTHODE DE CORIOLIS. 

Pour qu’on puisse apprécier, à sa juste valeur, et par 
comparaison, le mode de décomposition du mouvement 
d’un point matériel, qui conduit à rétablissement direct 
des sommes (8), rappelons celui que Coriolis a inauguré 
dans sa théorie des mouvements relatifs, et dont le jirincipc, 
ainsi que les applications, se résument parles propositions 
suivantes. 

Letnme. Soient M le lieu occupé par un point matériel, 
sur sa trajectoire, à l'époque /; ISP celui qu’il oceu|)e à 
l'épotjue f -f- r/t ; V la vitesse en M; j l’accélération totale, 
ou le quotient par th de la vitesse qu’il faudrait composer 

Fig. 3. 


M- 



avec V pour obtenir la vitesse \ ' en M'. Si l’on porte sur 
la tangente en M une longueur MX égale à Vc/tt, la ligneXM' 
(que Duhamel appelle si lumineusement la dcwialtnn), 
donne la direction' de l’accélération totale; et sa grandeur 
c’st égale à la moitié du produit de j par le cari é du temps tir. 
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OU à / — ! c’esl-â-dlrc au clieiiiiii pairouru par un poiiil, 

pcmlanl le temps (Ü, avec une vitesse initiale nulle, et une 
accélération constante j. INJiV M' est le triangle indicateur 
lie l’élément Î\1.M' de la iiajectoire, MiN ou \ dt son côté 
■ ■ — (it^ 

tangent, J\M' ou j— son côté déi'iant; le premier est un 

infiniment petit du premier ordre, avec dt-, le second un 
infiniment petit du second ordre, avec dt*. 

Problème. A une époijiie f, un point M obéit à deux 
mouicmenls simultanés: l’un, dit mouvement relatif. 


' >fi- 4- 



A 


dont M .1/^ est rélément ; l’autre, dit monvemenl d'entrai- 
ncinent, lequel se compose d’une translation suivant une 
tiajeeloire dont MAI, est le premier élément, et d’une ro- 
tation autour d’un axe dont la direction est AMX. On con- 
nait le triangle indicateui' du mouvement relatif, 
celui MIV, J/, de la trajectoire d’entraineincnt, la vitesse 
angulaire o) de la rotation autour de A.MX, il s’agit de dé- 
terminer le triangle indicateur du premier élé- 

ment de la trajectoire absolue. 

I.a vitesse absolue V„ étant la résultante de la vitesse re- 
lative V,, et de la vitesse d'entrainement V,, le côté tangent 
M>„, ou \\dt, sera la diagonale du parallélogramme con- 
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I 


slruil sur les deux côlés langents, ou \ ou 

Transporlatil eu J4iN'. J/V, el parallèleujeiU à lui- 

iiiôme, le triangle indicalcur du inouvemeiil relatif^ 

parallèle à aura la même grandeur — \ jS'^ J7' , 

dt^ 


parallèle à ^lVy)/r, aura la même grandeur /, 

Le point M', apparfitnidrait à la trajectoire absolue, si 
le mouvement d’entrainement n’était (ju’une translation ^ 
car, si l’on suppose que les deux mouvements soient suc- 
cessifs, au lieu d’ètre simultanés, le mobile M sera d’abord 
entraîné en d/^, puis s’élèvera en il/',.. Quand la rotation 
existe, elle peut être considérée comme succédant à ces 
deux premiers mouvements, en amenant le mobile de M\. 
en Mn. 

Le clicinin est égal à <ù(h multiplié par la dis- 
tance de M'r à Taxe de rotation transporté ou par 

la projection du triangle indicateur sur une 

perpendiculaire à cet axe. Le côté déviant ÎS',. iM'r ou 

7 ,. — étant inlinmicnt petit par rapport au cote tangent 

ou cette projection se réduira à celle du der- 

nier côté. Si donc on représente, pour simplifier, par W,., 
la projection de la vitesse relative sur une perpendiculaire 

à l’axe de rotation, le chemin J/'. A/„ aura pour grandeur 

(ùdt.yS ^dt, 

. dt 


Le côté déviant JS'rt d/„ ou /rt — ■> sera donc le quatriènu 


7. 


côté du quadrilatère jN„ iN'. Coque l’on exprime, 
en disant que le chemin iN„ J/„ est h; résultant des trois 
chemins jN„iNr, IN'. d/^, d/',.d/.,, ou, en écrivant, d’après 
les valeurs de ces chemins. 


J a = tes. 

2 


dt‘ 


dt 


y, — » yr — - > 

k 2. 2 
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1) où l'on coudiit, en niultlplinnl les <|u;i(re colés lin i|ua- 
(Irilatèrc par le même fadeur ce ijui n’en thaiige pas 
la forme cssciuiellc 

i I o'j j, = res. (y,, j„ 2 wW,) ; 

résnllat (jue l’on énonce en disant tpic l’accélération abso- 
lue est la résultante, de l’accélération d’entraînement, de 
l’accélération relative, et d'une troisième accélération, qui 
est égale au double du produit de la vitesse angulaire m, 
|)ar la projection de la vitesse relative \v.sur une per- 
pendiculaire à l’axe de rotation. 


§ LXXXV 

.MOUVK.MENT CmCLI.MItE VAHIÉ. 

I.a l'orimilc (lo) conduit à l’évaluation directe des som- 
mes H,, pour les systèmes cylindri(|ues et coniques des 
coordonnées polaires planes et sphériques. Partant de la 
formule fondamentale 



dont nous avons déjà supposé la connaissance, on 1 ap- 
plique, d’abord, à un mouvement circulaire varié; alors, a 
étant l’angle que le ravon y, de grandeur constante, ipti joint 

lecentre au mobile, fait avec un diamètre (ixe, on a \ =y-^i 
et raecéléralion totale est 


(•«) 



§ LXXXV 1. 

l.l>i U, I.OUS DE.S aKtUI)OjNNf:E.S I>OLAlKE.s. 

Lorsqu'il .s’agit d'une trajectoire plane rapportée aux 
coordonnées polaires ç. et y actiielleinenl vaiiable, on dé- 
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coniposn le inoiivenieiit eti deux autres : eu un inouvemciit 
relatif linéaire suivant le rayon y, et en un mouvement 
circulaire varié, que l’on prend pour mouvement d’entrai- 
nement. Alors, dans la formule (lo), il faudra prendre 


{ ' ’•) 



Â = 


d'y 

d7>’ 


rcs. 






car, ici, la vitesse angulaire ci> est la vitesse relative est 

— 1 et, l’axe de rotation étant perpendiculaire au plan|_dc 

la trajectoire, la projection W,. de V, lui est égale. 

Soient, maintenant, F et ‘I’, les projections de l’accélé- 
ration totale, sur le rayon y et sur sa perpendiculaire. 
Dans le groupe (fi), appartiendra à F, ainsi que la coni- 


Eii;. 5. 



posante normale de;’, prise négativement. La composante 
langenticlle de appartiendra à <1>, ainsi que l’accélération 
2 wW„ prise positivement, comme l’indique la Jig. 5. Ou 
aura donc 


(.3) 



— 7 



— Y 


d’y dÿdy 

d/> fit fit ' 
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§ LXXXVII. 

U-S R. I.ons DES C(¥)lU>ONNÉES SPHERKJUES. 

Lorsqu’il s’agil du mouvcmonl d'un point rnpjwrlé aux 
coordonnéfs sphériques habituelles, on décompose ce 
inouvement, en un mouvement relatif qui s’exécute dans le 
plan méridien, et en tui mouvement circulaire varié au- 
tour de l’axe polaire. Alors, y étant le rayon, ç la latitude, 
et (i la longitude ; l'aecéléralion relative /V scca eellc du 
mouvement d’un point sur un plan, rapporté à des coor- 
données polaires (i3); d’où 


(■ 4 ) 




' flO 


(U dt J' 


L'accélération d’entrainement j, sera eellc d’un mouve- 
ment circulaire varié, d’angle tfi et de rayon y eos!p (i i) ; 
d’où 


( 1 5) y, = rés. 1^7 llyr C0S7, 7 ^ f'S 7 j ' 




Pour la troisième accélération 2 to 3 Vv, w est égal à — ; 3V, 

est égal à la projection, sur la perpendiculaire .à l’axe po- 
laire, de la vitesse relative laquelle a deux composau- 

1' 'fv 1 ' I» (Is . , 

tes, 1 une suivant le rayon, 1 autre 7 — t suivant la tan- 
dt ’ ' dt 

gente au niéridicii ; 3\ r sera donc égal h la somme des 

projections de ces deux composantes, sur le r.ayon du petit 

cercle parallèle h l'équateur; ce qui donne 


(. 6 ) 


di dy 

y.wWr— 2 -t-coss 

dt di ^ 


d ^ dm , 

— 9.y~ sin 
' dt de 


r 


Soient, maintenant, 1’, 4>, 4'", les projections de l’accé- 
lération totale, sur le rayon, sur la tangente au méridien. 
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Cl sur la perpendiculaire à son plan. La première compo- 
sante de ;V (i/j) appartiendra à F, la seconde à 4 >. La pre- 
mière composante dey, (i 5 ) appartiendra à Ÿ ; la seconde, 
qui est dirigée suivant le rayon du parallèle, et vers son 
centre, donnera deux composantes, l’une suivant le rayon 
et égale à 



pour F, l'autre suivant la tangente au méridien et égale à 
yl I cos y siny 

jK)urd>. Enfin l'accélération (i6) appartient à Ÿ, averses 
signes. Réunissant les deux parties de chaipic somme, 
on a 



c’est-à-dire les sommes (R,, R, , R) (t)),déduilcsdugronpe 
général (8). 

§ LXXXVIII. 

COMP.MIAISON DES DEUX MÉTHODES. 

Les deux mélliodes, successivement cx|)Osécs, et qui 
conduisent ilircctcmcnl aux composantes (9) ou (17) de 
l’accélération totale, dans le système spliérique, ont la 
même clarté, et la même simplicité. Au fond, les deux 
modes de décomposition du mouveniciil rentrenl run dans 
l’autre ; il s’agit, de part cl d’autre, de mouvements com- 
posants qui .s’opèrent sur des ir-ajcctoircs, entraînées, et 
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tournani autour de certains axe». Seulement, la nécessité 
d’adjoindre CCS rotations est jdus nettement établie par la 
première mctliode, tpii, .sous ce point de vue, éclaircit la 
seconde. 

Mais, s’il s'agissait d’évaluer les .sommes R, pour un sys- 
tème orthogonal, autre cl plus complet tpie le système 
spliériipie, les formules (8) les donneraient immédiate- 
ment; tandis que la seconde méthode exigerait une nou- 
velle recherche, à la suite de celles des §§ LXXXV, 
I.XXXV1 cl LXXXVII, un nouvel échelon dans celle a.s- 
cension graduelle, qui constitue son caractère principal. 
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DIXIÈME LEÇON. 

POTENTIEL ORDINAIRE. — POTENTIEL 
CYLINDRIQUE. 

Forme» diverses des équations du mouvement d'un point en coordonnées 
curvilignes. — Application au potentiel et aui' force» d’attraction. — Cas 
particulier du potentiel cylindrique. —Travail des composantes normales. 


§ LXWIX. 

ÉyU.UlONS DU MOUVE.ME.NT; SECONDE FORME. 

Les équations du mouvement d’uu point rapporté aux 
coordonnées curvilignes /o„ conduisent à diverses consé- 
quences qui méritent d’èire signalées, et qui feront l’objet 
de la leçon actuelle, que nous commencerons en prolon- 
geant la série des numéros d’ordre, donnés aux formules 
peu nombreuses de la dernière séance. 

Les sommes R,, ou les composantes de l’accéléiation 
totale, données primitivement par le groupe (6), peuvent 
s’écrire encore plus simplement qu’au groupe (8). Si l’on 
ajoute à la somme R, et qu’on en relranclie l’expression 

— V elle pourra se mettre sryus la forme 



en faisant passer, sous la parenilièsc, les trois termes iié- 

1 1 
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/ P , r, V 

— 2i’(-H h - 1^ 

V P r, I 

ilans K-sqiielson subsliinc «-iisiiite 


1 ' 

aux P; les -7- -7^ » 

/(, dt 

I h i il h 

aux — les — — — 

r, h df, 


Or la pai'cnilièsc, ainsi composée, n’est autre que la déri- 
vée totale de ou de y» c’est-à-dire la dérivée prise, 
h'dt h * ’ 


en faisant varier le temps, non-seulement dans p, mais 
aussi dans p, et dans p,. Ce qui donne à B, et à ses deux 
homologues, la nouvelle forme 



sans la parenthèse restrictive pour la différentialion. 

Ces formules (ly) sont certainement beaucoup plus fa- 
ciles à retenir que celles (6) et (8). Elles donnent en outre 
un moyen, tout aussi rapide, de former les sommes R,-, 
pour un système orthogonal dont on connaît les paramè- 
tres diflérentiels //,, et par suite les courbures des surfaces, 
ainsi que les courbures paramétriques. Mais leur interpré- 
tation cinématique reste eu suspens. Car oti ne pourrait 
définir un mode de décomposition du mouvement général, 
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qui les établirait directement, à l’aide des triangles indi- 
raleurs, et des accélérations composées. 

Toutefois, on peut remar(|uei' que, dansées sommes (ly) 
de quatre termes .seulement, les trois derniers termes de 
chacune, ou les neuf quantités 


r^.i' 


sont les composantes de trois accélérations — i dirigées vers 
les'centres Q, des courbures résultantes (§ XXXVI). Car, 
l’accélération — faisant, avec les trois normales, les angles 

aux cosinus donnera les composantes, — à R, 

pi I» 1 ^ ^ 

— à R, , — à R,; et ainsi des deux autres. 

'*1 

Il ne resterait donc plus qu'à interpréter les premiers 
termes, ou à trouver ce que signifie la quantité 



qui n’est, ni l’aeeéléralion tangcntieile !■'» dérivée 

totale^- C’est renendant une certaine accélération du 
tit ' 


mouvement projeté sur En attendant que sa significa- 
tion soit trouvée, donnons-lui encore l’épilbctc de paramé- 
trique, pour indiquer qu’elle dépend du choix du para- 
mètre p„ comme la courbure—^- Ajoutons que, pour l’ob- 

I 

tenir, il faut prendre la dérivée totale, par rapport au 
temps, du quotient de la vitesse composante i',, par le para- 

1 1 . 
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mètre diflërcnliel A., dérivée que l’on multiplie ensuite 
par ce même paramètre dillérentiel. 

Nous pourrons dire alors, que chaque composante Tl, 
de l'accélération totale, est égale à la somme des pro- 
jections , sur sa direction, des trois accélérations—, plus 

l'accélération paramétrique du moui'ement projeté sur 
l’arc dsi- On clicrclicrait vainement un énoncé ayatit la 
môme généralité et la même concision, pour une des 
sommes (8), avec sa dérivée restreinte, et scs deux aecélé- 
ralions composées. On peut en juger par l’extension qu’une 
seule accélération composée donne h l’énoncé de la formule 
fondamentale (lo). 

§ XC. 

TR01.S1ÉME KOllME DE CES ÉQUATIONS. 


Ainsi, la forme (8) donnée aux équations (6), condtiit 
à leur interprétation géométrique, et la forme (19) les pré- 
sente avec une simplicité et une symétrie telles, que leur 
énoncé devient facile. Mais il faut avoir recours à une troi- 
sième forme, quand ou se propose d’étudier analytique- 
ment les lois du mouvement. 

I.a somme R (6) peut encore s’écrire ainsi 


( 20 ) 




l (1 0 l illi lia dh dp, 

A’ <lt \ dp dt dp, dt 


d/l f/p, \ 
dp, dt } _ ' 


en réunissant, sous la parirntlièse, le premier terme négatif 
aux moitiés des deux derniers, et transformant ces termes 
comme dans ré<|ualion (18). Or, ici, la parenthèse est la 

dérivée totale, par rapport à r, dc^^i ou de la vitesse 

composante e, sans dénominateui'. te qui donne à R et à 
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SOS liomologucs la troisième* forme 



§ XCI. 

ÉQL'.XTIO.N DES FOUCES VIVES. 

Dans les valeurs (a) des o,, on peut remplacer les rap- 
ports -p par les r/s, ; d'où résultera 

; erfr =: ris, 

( 22 ) JPi(Jt = l/s„ 

' v,tlt = ris,. 

Or, si l’on ajoute les trois équations (21), respectivement 
multipliées par celles (22), membre à membre, et dans 
le même ordre, on obtient délinitivement pour résultat 

( 23 ) t’ih -t- l’i riv, -f- V, cil’, = R ris 4- R, ris, •+■ R,rfi , ; 

car on rcconnait facilement la disparition de tous les ter- 
mes aux courbures, additionnées avec le nouveau facteur, 
dans la première (ai) , o, dans la seconde, o, dans la troi- 
sième. 

Le premier membre de l’équation (a 3 ) est la moitié de 
l’accroissement du carré de la vitesse totale V. Au second 
membre, les R,- sont les projections, sur les trois normales, 
de l’accélération totale, ou du rapport de la force F à la 
masse p du mobile; les ris, sont les projections, sur les 
mêmes normales, de l'élément rlc de la Irajecioire. On peut 
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donc mcUre l’cqualion (2!^) sous la f’orim* 

( 23 bis) fi ~ — = h' (i<7 cos (F, fl ( t) 

de Féqualion dite des forces vi\^es^ qui, exprimant une pro- 
priété inhérente au mouvement d’un point, ne doit con- 
server aucune trace du système particulier de coordonnées, 
dont 011 s’est servi pour l’établir. Exigence identique avec 
celle qui nous a fait représenter, par des symboles indé- 
pendants, les éléments caractéristiques d’une fonction-de- 
point, ou ses paramètres dillérentiels. 

S xcii. 

POTENTIEL ET FORCF^^ IVATTRAF.TION. 

Pour donner un exemple de l’emploi des équations du 
mouvement d’un point T'apporté à des coordonnées curvi- 
lignes, supposons que le paramètre p soit un potentiel, et 
que l’on connaisse les deux familles de surfaces, aux para- 
mètres Pi et P*, conjuguées à celle des surfaces de niveau, 
et qui complètent un système orthogonal. Supposons, en 
outre, que la force, rapportée à l’unité de niasse, et qui 
agit sur le mobile, ne soit autre que la résultante des at- 
tractions ; ou, ce qui est la môme chose, que cette force soit, 
en tout point de la trajectoire, perpendiculaire à la sur- 
face P qui passe en ce point, et égale à la valeur correspon- 
dante du paramèlredifTércntiel du premier ordre h (§ XVIII) . 
Alors, les composantes Tl, ont les valeurs 

( ?4 ) R = /<, R, = O, Ri= O. 

f.c second membre de réqualion ( 23 ) se réduit au seul 
terme hrh, ou r/p-, on a donc 

( 25) 4- r/(>, 4- = <l p. 

On peut regarder les vitesses ( omposantes e, comme étant 
des fonelions des coordonnées, ne dépendant du temps f 
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qu’implicitemciit, par les pi* Les dérivées premières de ces 
fonctions sont régies par le groupe suivant : 


dv dt>i di>f 

dp dp dp 


(» 6 ) 


dp dPi dp2 

V, h V, — ~ = O, 

dp, dp. 


dp, 

dp dp, dPi 

H- V,— hCj = O, 

dpi 


dpi ' ^'dpi 

déduit de l’équation ( a 5 ) , 

La dérivée de par rapport au temps, se développe 


ainsi 

(27) 


dp dp dp dp , 

~ = ;r 

dp dp, dp 2 


dt 


quand on remplace les par les h, K (a). Substituant dans 

la première (21) • à ^ cette valeur (27) -, 2® aux cour- 
bures leurs valeurs (24), § XXX; 3 ° à R le produit de 
h (24) par le premier membre de la première (26), lequel 

est égal à l’unité; effaçant le terme ~ /ip», qui se trouve 

dp * 

dans les deux membres ; enfin, mettant et en facteurs 
communs, il vient 

/ dp h dh, h,dh ,dv,\ 

‘'1 l "I ÿ T — 7“ -7— <> — 

\ dp, h, dp U dp, dp } 

( elvi /h dh h dh, . dp\ 

= *’■ r 5 -p + r - à; ^ , 77 ,] ’ 

mettant encore en facteurs, ////, au premier membre, ///ij au 
second, et changeant l’ordre des termes, on a 

, t f ^ dp i dh i dp, I dh, \ 

\h dp, h^ dp, h, dp h] dp ') 

— /.A / ' dvi 1 dh, I dp I dh \ 

\hj dp h\ d P h d p, dp, j 
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♦ 

Or, on voit facilement que celte équation se réduit 
deux premiers membres de l’égalité multiple 


(28} 



doi do 

i * I 


fh V2 



do dp^ dp^ 
h , i>, 


hv 



dp^ 


Et quand on opère de la même manière sur la seconde (21) 
(ou sur la troisième), en remplaçant R, (ou Rj) par //, 
(ou/^i), multiplié par le premier membre delà seconde (26) 
(ou delà troisième), lequel est nul, l’équation ainsi trans- 
formée exprime que le troisième membre (26) est égal au 
premier (ou au second). 

Ainsi, le mouvement du point attiré est totalement re- 
présenté par le groupe (28), joint à l'équation (a5), dont 
les (26) ne sont que des conséquences. Ou bien, représen- 
tant par k la valeur commune des trois fractions (28), et 
intégrant Péqualion (2$), on aura 


(29) 




= khv^ 






cj = P const., 


équations finales, d’une symétrie et d’une simplicité re- 
marquables. On voit, par cet exemple, que l’introduction 
des coordonnées curvilignes, dans les questions de méca- 
nique, ne complicjuerait pas nécessairement leurs formules, 
cl quelle pourrait leur donner la symétrie qui souvent 
leur manque. 
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§ xcm. 

TRAVAIL DE L’ATTRACTION. 


Laissant en suspens rinlerprétalion et l’usage du groupe 
(28), bornons-nous à l’équation {a5), que l’on peut dé- 
montrer directement, ainsi qu’il suit. 

Soient MM' l’élément de la trajectoire décrite, M appar- 


tenant à la surface M' à la surface p -f- dp\ V 


vitesse du mobile; JVLV = ds = l’épaisseur en M de la 


couche comprise entre les doux surfaces; MJ = //, l’accé- 



dW 


■ ■■ fl Y 

léraiion totale; MT = — » sa composante tangcntielle. Le 

quadrilatère NM'TJ est inscriptible dans un cercle; on a 
donc successivement 




dt 


d a = h 


iî. 

h 




VrfV = ^/p, 

ou enfin, l’équation (25). 

Intégrant la dernière équation du groupe précédent, et 
introduisant la masse p. du point matériel, ou a 

U V* U V * 

(3o) = 
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(Vo étant la vitesse initiale du mobile, et p„ le paramètre 
delà surface initiale de niveau), C’esl-à-dire que l’accrois- 
semenl de la puissance vive est égal à la masse attirée, mul- 
tipliée par l’accroissement du potentiel. De là résulte qu’en 
prenant la masse u égale à l’ unité, le potentiel, ou le para- 
mètre des surfaces de niveau, donne, par son accroisse- 
ment, le travail île l’attraction. Propriété qui justifie l’ex- 
pression de potentiel. 

Comme ses composantes e;, la vitesse V peut être une 
fonction des coordonnées, et ne pas contenir le temps expli- 

liV' 

citement ; alors il en sera de môme de la puissance vive • 
Or, puisfjue A,_o = o, l’é(juation (3o) donne 



C’est-à-dire que la puissance vive, exprimée comme il vient 
d’ètre dit, obéit à la même loi que la température , dans un 
solide à l’état permanent. Résultat qui s’accorde singuliè- 
rement avec les nouvelles idées sur la puissance dynamiepe 
de la chaleur. 

En résumé, dans la théorie de l’attraction, si la force, 
rapportée à l’unité de masse, est le paramètre diflérentiel du 
premier ordre du potentiel, d’un autre côté, le potentiel, ou 
le paramètre des surfaces de niveau, exprime le travail de 
la force, quand elle agit sur un point matériel, ür, s'il 
existe des .surfaces orthogonales, conjuguées à celles de ni- 
veau, leurs paramètr<‘s p, et p, n'expriineiit-ils pas d’autres 
propriétés caractérlstl(|ues du mouvement? A cette ipies- 
tion, le cas particulier <pie nous allons traiter, pat ait ré- 
^Kjtidre afhrmativemcnt. 
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§ XCIV. 

CAS DU POTKNTIEL f.YLlNDniOUE. 

Des droites matérielles, parallèles et indéfinies, exercent, 
sur un point mobile, des attractions variant en raison in- 
verse de la simple distance à chaque droite. Le point se 
meut dans un plan perpendiculaire aux droites attractives, 
pris pour celui de xy, La composante parallèle aux x de 
l'attraction exercée, à la distance 


sur le point aux coordonnées {x,y) et de masse fx, par 
la droite (x = u, y = ^)> avec l’intensité w, sera 

m [ .r — a\ 
d . m log - 

““ ^ -ù~-' 


c étant une ligne constante. 

Le signe ^ désignant, ici, une somme de termes dont lo 
nombre est égal à celui des droites attractives, soit posé 


(>) 


S 


m log 


c 

r 


= p; 


la conslanlc c, et les (x, y) ayant les niêines valeurs dans 
tous les termes; tandis que «i, et les [a, b) changent d’un 
terme à un autre. La résultante de toutes les attractions, 
laquelle est dirigée dans le plan des xy, aura pour compo- 
santes, parallèles aux x et aux y. 



y 


dù 

t' 
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La fonciion p (i) de (x, pciii être appelée le potentiel 
cylindrique, 

§ xcv. 

SON SYSTÈME ORTHOGONAL. 


L’éfpialioii (i) représente une famille de surfaces cylin- 
driques, dont P est le paramètre. Si l’on compose la nou- 
velle somme 


(^) 


S m arc tang-^^ = />„ 

X— fl * 


on aura une seconde famille de cylindres au paramètre /?,. 
Ces deux familles de surfaces se coupent orlliogonalement. 
En efl'et, on voit facilement que 




est égal à la dérivée 



l’est aussi à 




que 


qui est égal à la dérivée l’est 

\ • / 

dire que l'on a 

: 1P‘_ 

\r/.r 

^ 

d Y dx 


aussi a 


à ; cV»i-à- 


(3) • 




Grecs deux relations (.3) donnent d’abord 

(4) 

ri, î étant nuis, celle équation (4) exprime que les 


dx d.T dy dy ’ 
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plans langcnls aux cylindres p dp,, menés par une môme 
génératrice, font un angle dièdre droit. 

Les mômes relations (3) donnent ensuite 


ou bien h, = h. C’est-à-dire que les paramètres dilléren- 
tiels du premier ordre, des surfaces p, et p, sont égaux en 
yliaque point. Ainsi, ds et ds, étant les éléments normaux 
aux surfaces p et p,, on aura 


Enfin les relations (3) conduisent, ]>ar dillémitialion, 
aux é([uatioiis 




O. 


d'o, </’pi 
dx ’ rfr ' 


ou bien (A, p = O, Atp, = o), puisfpic les dérivées en z 
n’existent pas. C’est-.à-dire que les paramètres didérentiels 
du second ordre, des fonctions p et p,, sont tiuls dans tout 
l’espace. Les deux familles de cylindres p et p, sont donc 
isothermes. 

§ XCVI. 

■MOUVEMENT QU’IL PRODUIT. 

Les valeurs des deux composantes de la résultante F des 
attractions, font voir aisément que cette force F est nor- 
male aux surfaces de niveau, dont le potentiel cylindrique 
p est le paramètre, et cju'elic a pour valeur 

F = U A. 
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D’où résulte que le paramclre clilTéreiuiel du premier or- 
dre, de la fonction p, donne précisément l’accélération 
totale, lorsque le mobile passe au point considéré. Cela 
jKisé, on trouve directement les équations du mouvement 
du point attiré de la manière suivante. 

Soient = rélément de la trajectoire décrite. 



le point M appartenant aux cvlindres pet p,, le point M' 
aux cylindres (p -+- </p) et (p, 4- </p,); V = la vitesse 


du mobile ; MiV = ds = 

h 


l’épaisseur de la couche com- 


prise entre les cylindres p et (p rfp) 5 i\M' = ds^ — » 

celle de la couche comprise entre lescylindres p, et(p,-t-</pi); 

V 

.MJ = //, l'accélération totale; MT = — » sa composante 

V * 

langcntielle; JT = — » sa composante normale; R étant le 

rayon de courbure de la trajectoire ff. 

Les deux triangles rectangles KMM', TMJ , sont sem- 
blables. On a donc 


MN _ ^ _ MM' 

i\Tr ~ TF ~ "mT ’ 

ou bien, en substituant à toutes ces lignes leurs valeurs 
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assigmVs 



d’où l’on conclut, par la disparition du dénominateur 
commun h, 

d\ V’ 

(5) = — - rfT = VrfV = rf.- , 

' ' ^ dt 1 

et aussi, M étant l’anple de contingence de la trajectoire, 

(6) rfp,=^r/ff = V’rf9. 

R 

Telles sont les équations qui régissent le mouvement du 
point matériel, exécuté dans un plan perpemliculairc aux 
droites attractives, et que l’ou déduirait analytiquement, 
en appliquant, au cas actuel, les formules générales du 

§XC. 

§ XCVII. 

TRAV.ML DES CO.MPOSANTES NORMALES. 

La relation (5) fait voir, comme au § XCIII, que le 
potentiel cylindrique p donne, par son accroissement, le 
travail de l’attraction, ou, plus exactement, celui de la 
composante tan gentielle. La relation ( 6 ), qui donne 

( 7 ) P>=f~d<T = j'v'dO, 

n’indique-t-elle pas que le paramètre p,, des cylindres 
perpendiculaires à ceux de niveau, donne, par son accrois- 
sement, un autre genre de travail, celui de la composante 
normale ? La valeur de ce nouveau travail serait très-sim- 
plement définie par l’une ou par l’autre des deux intégra- 
les ( 7 ). 
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§ XCVlll. 

NOUVKLLHS DÉFINITIONS. 

Celle demande, si nalurellcment amenée, mérile quel- 
ques réflexions. L’idée du travail des forces, créée ou rajeu- 
nie par Coriolis, ei (jui domine aujourd’hui presque ex- 
clusivement dans renseignemenl de la Mécanique, n’aurait 
pas allcint celtehaule position, si elle ne recélait pas une idée 
mère, vraie et naturelle. Mais, pour que son règne soit du- 
rable, il faut déduire de l’idée mère toutes ses conséquences, 
et l'appliquer également sur toutes les parties de la science. 
Or, comme on va le voir, elle conduit d’abord à une défi- 
nition de la masse, de beaucoup préférable à celle que l’on 
donne habituellement, et signale ensuite un nouveau genre 
de travail que l’on ne définit pas. 

L’idée de travail est inséparable de celle d’une résistance 
vaincue. Lorsqu’une force fait décrire une trajectoire cur- 
viligne à un jx)int matériel, son travail consiste h vaincre 
la résistance que ce point oppose aux modifications de son 
mouvement. C’çst celte résistance qu’on appelle force d'i- 
nertie. 

il V 

La composante langenlielle de la force, on sur- 

nionlc la résistance que le point oppose à l’accroissement de 

V* 

sa vitesse. La composanle normale de la force, ou 

surmonte la résistance que le point oppose au changement 
de direction de son mouvement. 

D’après cela, la force d’inertie a une composante tangen- 
d\ 

lielle égale .à dirigée en sens contraire de la vitesse, 

et une composante normale égale à y. dirigée du côté op- 
posé au centre de courbure. On doit donc dire, avec Du- 
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liamel, que la force centrifuge est la composante normale 
de la force d'inertie. 

Dans le cas du mouvemenl recllligue varie, la force d’i- 
ncrlie I se réduit à 

i = (*y 

(/■ représentant, comme au § LXXXIV, l’accélération to- 
tale). D’où résulte que p, ou la masse, est la puissance 
ou le coejjicient de la résistance du point matériel. Défi- 
nition qui a de l’analogie avec celle du coefficient d’élas- 
ticité. 

Dans le cas du mouvement curviligne, la force totale sur- 
monte deux résistances partielles, ou exécute deux travaux 
différents, l’un par sa composante tangentielle, l’autre par 
sa composante normale. Pourquoi ne définit-on que le pre- 
mier et pas le second ? II y a là une véritable lacune, quelque 
chose d’incomplet, que la théorie du potentiel cylindrique 
signale bien clairement. 

Lorsqu’on y réfléchit, on reconnaît qu'en introduisant 
dans la Dynamique le travail des composantes normales, 
on obtiendrait une ou plusieurs équations qui, jointes à 
celle des forces vives ou du travail des composantes tangen- 
tiellcs, comprendraient toutes les lois du mouvement. Ce 
qui établirait une liaison générale entre toutes les parties 
du nouvel enseignement. Alors, le travail par rotation, si 
fréquemment employé dans la théorie des machines, ne 
serait plus qu’un cas particulier de la définition générale et 
complète du travail. Tandis tju’il reste tout à fait en dehors 
de la définition restreinte adoptée, puisque, comme pre- 
mière conséquence de cette dernière, le travail d’une force 
est nul, quand elle sollicite un mobile perpendiculairement 
à la direction de sou mouvement. Corollaire qui est exact, 
quand la composante tangentielle garde, pour elle seule, le 
mot de travail; mais, <]ui devient absurde en présence de 

1 7. 
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l’idée du travail réellement exécuté par chacune des deux 
composantes, normale et tangcnticlle. 

Les paramètres actuels p et p, sont réellement deux po- 
tentiels distincts et conjugués : car ils donnent, l’un le 
travail de la composante tangentielle, l'autre celui de la 
composante normale, et l’identité de leurs rôles entraîne 
celle de leurs dénominations. On reproduit en quelque sorte 
leurs expressions caractéristiques (i) et (2), en appelant p 
potentiel cylindrique linéaire , et p, \e potentiel cylin- 
drique angulaire. 
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ONZIÈME LEœN. 

4 

SYSTÈMES CYLINDRIQUES ISOTHERMES». 


Sy$l«mc8 cylindriques isothermes. — Problème de l'équilibre dos tempéra- 
tures dans un solide cylindrique indéfini. — Équation d’un rectangle 
curviligne. — Généralité des systèmes cylindriques isothermes. 


§ .XCIX. 

I.EURS PARAMETRES TIIERMOMÉTRIOITS. 

D'après le § XCV les deux familles de c)dindres re- 
présentées par les équations 

(p = 

i c 

( p, = G arc tang ^ = p, 

sont orthogonales; leurs paramètres dilTérentiels du pre- 
mier ordre sont égaux (h, = h) ; ceux du second ordre sont 
nuis (A,a = o, A,j3=o). Et, si l’on ajoute la famille de 
plans parallèles, définie parles équations 

pj — Zf A, = I , A ] Z = O , 

on complète un système cylindrique, triplement isotherme, 
sur lequel on peut résoudre, intégralement, une des ques- 
tions de la théorie analytique de la chaleur, sans qu'il 
soit nécessaire de particulariser les potentiels (i), de limi- 
ter le nombre de leurs termes, ni d’assigner leurs con- 
stantes. 

I 
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S 

l'UOBLÉME DE LEURS TEMPÉRATURES STATIONNAIRES. 


Un corps solide homogène est limilé latéralement, par 
deux cylindres de la première famille (i), aux paramètres 
a', a", et par deux cylindres de la se<-onde famille, aux para- 
mètres (s', J3"; il s’étend indéfiniment dans le sens des x. 
Chaque génératrice de la surface latérale est entretenue, 
sur toute sa longueur, à une température fixe et donnée, 
qui diffère d’une génératrice à une autre. Le solide est en 
équilibre de chaleur, il s’agit de trouver la loi intégrale 
qui régit les températures stationnaires V, des points in- 
térieurs. 

Il est évident que V doit être indépendant de r, ou ne 
varier qu’avec a et J3. Or, une fonction-de-point V étant 
exprimée à l’aide des trois coordonnées thermométriques 
(a, P, z], son paramètre difTérenticl du second ordre a la 
forme 


A,V = A* 



rf^\ 

W) 


rf’V 

ilz’ 


(§XXII)-, r équation générale A,V = o, se 
dans le cas actuel, à 


(^) 


rf’V rf»V 
da ’ rfp’ 


réduit donc, 


puisque la dérivée seconde en z est nulle partout. 

Il s’agit de déterminer une fonction V de («, P) vérifiant 
l’équation ( 2 ), qui se réduise successivement .à deux fonc- 
tions données de ]3, quand «=«', quand « = a", et à 
deux fonctions aussi données de a, quand /3 = j3', quand 
P = (B"; de telle sorte que les quatre équations à la sur- 
face 


V„,=A'(P), V,. = A"{p), 

V^, =B'(«), V,. = B"(«), 
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soient saiisfaitcs. (Les accents des indiquent ici 

des fonctions différentes, et non des dérivées.) Dans les 
fonctions (3 ne varie qu’entre /3' et (5"; dans les fonc- 
tions B('^), a ne varie qu’entre a.' cl a.” . 

Le problème d'analyse qui vient d’étre énoncé, se résout 
ainsi qu’il suit. On prend d’abord pour la fonction V une 
série de la forme 

v = Smff.î 


chaque terme vérifiant séparément l’équation (a), et étant 
le produit de trois facteurs, savoir : d’une constante indé- 
terminée M, d’une fonction F de a. seul, d’une fonction F, 
de (3 seul. On imagine ensuite (|ue la série totale V soit 
décomposée en quatre séries partielles, chacune d’elles se 
réduisant à zéro sur trois des faces latérales, et reprodui- 
sant la fonction hSi'i ou B*'*, correspondante à la quatrième 
de ces faces. 11 suffit alors de savoir comment doit se com- 
poser une quelconque de ces séries partielles, pour que 
l’on puisse en conclure les trois autres, et par suite la sé- 
rie totale. 

S CL 

SOLUTION PAUTIELLE. 

Celle des séries partielles qui doit reproduire la fonction 
A' (/5), résoudrait à elle seule le problème proposé, si les 
équations à la surface étaient particulièrement 


(4) 


jV„. = A'(p), V,. = o, 

jv,,=o, V^.= o, 


Or, si l’on convient de représenter par les symboles F.(«), 
C(e), les cosinus et sinus hyperboliques de la variabh* 
c’est-à-dire, si l’on pose 


(5) 


K(0. 


C{«), 
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on reconnait sans peine que la série partielle dont il s’agit, 
doit être de la forme 


i =00 






I = I 


où n remplace, pour simplifier, la fraction 

in 


il) 


r-p' 


:/I. 


i étant un nombre entier quelconque, qui diffère d’un terme 
à un autre. 

En effet, d'après les propriétés connues des fonctions C 
etsùius^ chaque terme simple de (6) vérifie l’équation (2), 
et s’annule, pour j 3 = par sin 0 = 0, pour (3 = [ 3 " par 
sin /tt = O, pour a = a" par (o) =0. Ainsi, la série (6) 
vériüe l’équation linéaire aux différences partielles (2), et 
satisfait aux trois dernières équations à la surface (4). 
Pour qu’elle satisfasse à la première, ou qu’elle reproduise 
la fonction A' (| 3 ) lorsque a = a', il faut que l’on ait iden- 
tiquement 


t — oc 


(8) 


2 Msin«(f-p') = A'(?), 




quand /3 varie entre les deux limites infranchissables / 5 ' et 
| 3 ". Il ne s’agit plus alors que de déterminer la valeur que 
le facteur constant M doit avoir dans chaque terme du 
premier membre (8). A cet effet, on fait usage du théo- 
rème suivant. 

Si /, i', sont des nombres entiers différents, et n, w', 
les deux fractions {7) correspondantes, on a identique- 
ment 


(9) 


I sin n (P — P ) . sin « ' ( P — p ' ) rf p = o : 
J>V 
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car, l’inlégrale indéfinie de l’élément dilTérentiel du pre- 
mier membre, laquelle est 


r sin(w'- ;i)(p— P') 

L 2 («'— /») 


sin(/i'+/i)(p — p') ~] 

2 (/l'-f./î) J’ 


se réduit à zéro, à la limite (i = (3', par sin o = o, et à la 
limite (3 = (5" par sin (/' qp i) tt = o. En outre, si n' = n, 
la seconde fraction (lo) s’annule encore aux deux limites, 
mais la première fraction, qui se réduit à -j ((3 — /3'), ne 
s'annule <|u’à la première limite, et devient ((3* — j3') à 
la seconde; ce qui donne, au lieu de ( 9 ), l’intégrale dé- 
finie 

(11) r'*sin>«{p-p')rfp = iInÊl. 

J,r =* 

Maintenant, le coefficient M du terme de la série ( 8 ) 
qui correspond à l'entier i, s’obtient, en multipliant l’iden- 
tité ( 8 ) par le facteur sinn ((3 — (3') <ij3, et intégrant les 
deux membres, depuis ^ jusqu’à |3 = fS". Car, cette 
dernière opération fait disparaître tous les autres termes, 
d’après le théorème ( 9 ); et l’on a définitivement 

X y9* 

A'(p)sin«(p-p')rfp, 

, 


à l'aide de la valeur (ti). On pourrait vérifier, par les 
méthodes exposées dans le cours d'u^lgèbre supérieure, ou 
par celles que l’on doit à M. Diricblct, qu’avec la valeur 
générale (la) du coefficient M, la série périodique, qui 
compose le premier membre de l’équation ( 8 ), reproduit 
exactement les valeurs données au second, entre les limites 
(3' et P" de la variable /3. D’où résulte, qu’avec cette même 
valeur (ta), la série ( 6 ) donne la solution du problème 
proposé, quand les é({ualions à la surface sont celles du 
groupe ( 4 ). 
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§ cil. 

SOLUTION COMI’LÉTli. 

11 e.st facile de former la série totale V, qui résout le 
môme problème dans le cas, plus complet, du groupe (3). 
Si, m représentant la nouvelle fraction 


on désigne les t(uatre valeurs générales, du coefficient M, 
parles lettres oft»!'); ou, si l’on pose 


{< 4 ) 



A<>)(p)sinn (p — p') rfp 
B («)sinm (a — a') rfa = lOjO ), 


l’accent (;) étant successivement (') et (") , la valeur géné- 
rale de la fonction V cherchée, est 


(.5) 


X'0[/»(a" — a)]-|-.l,"c[/i(a — a')j . 


tli,'£[m(p"-p) ] [m ( P^p ') 1 ^ 

I C[/7i(>"— P')] ■ ^ >' 


On constate aisément que cette série totale (i5) satisfait 
.à toutes les conditions imposées : chaque terme vérifiant 
séparément l’équation aux différences partielles (a), qui 
est linéaire, la somme de tous les termes vérifie la même 
équation, quels (jue soient d'ailleurs les facteurs constants 
qui multiplient ces termcîs. En outre, les quatre équations 
à la surface (3) sont reproduites ; car s’il s'agit, par exem- 
])le, de la dernière de ces équations, lorsqu’on fait, 
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dans (i5) |3 = P", tous les termes de la première ligne 
s'annulent par sin/«=o 5 à la seconde ligne, les termes 
aux intégrales tl'./ disparaissent par £(o) = o, et dans ceux 
aux intégrales xil,", qui restent seuls, la fonction ^ de chaque 
numérateur devient égale au dénominateur correspondant: 
un a donc délinitivcment. en réduisant, 

V^» = 2 sin /7i ( a — a' ). 

Et, avec la valeur générale (i4) du coeflieient l'î)", le se- 
cond membre reproduit exactement la fonction donnée 
lî"(a), entre les limites a' et a." de la variable «. On re- 
eonnait successivement, et de la même manière, que la sé- 
rie totale V(i5) satisfait aux autres équations à la sur- 
face (3). 

§ cm. 

CAS DES TEMPÉRATURES CONSTANTES. 

Considérons le cas particulier où chacune des quatre 
faces latérales est entretenue à une même température Gxe 
dans toute son étendue, mais différente d’une face à une 
autre. Les AOO, sont alors des constantes, et sortent 
eu dehors du signe d'intégration dans les formules (i4)i 
or on trouve directement 

r^" I 

I sin/j(p — p') = -(i — cos»7t); 

Jfi' " 

intégrale déGnie qui est nulle quand l’entier i est pair, ou 
égal à a A ; et qui se réduit à 

a _ a(r-r) 

/I (aA -H i)rr ’ 

quand i est impair, ou égal à aA-f- i. Ainsi les AO) (t4)i 
et de même les sont nuis pour les termes de la série 

totale (i5) où l'entier i est pair, et pour les termes où j est 
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impair, ou a 


(.6) 


1.KÇOBS 


, > 4 A</> 

W 2 A- 4- I 

. 4 Bt/> 




TT 2 /■ H- I 


D’après cela, n et m représentant maintenant les ileux 
fractions 


(«■;) 


la fonction V, dans le cas actuel où chaque face latérale a 
une même Icuipératurc fixe sur toute .sou étendue, sera 
donnée par la nouvelle série 





A'£[/j{a" — a)] -I- A"C[n(» — *')] sin n — P' ) 

C[/t(a" — «')] iT+l 

0 

•yiB'£[/nfp" — p)] 4-B'’£[/n(p— P')] sinmfa— a') 

2é C\m{y — P') I 2/ -+-I ’ 


* = O 
A=;oc 


A =■ O 


dans laquelle les sont des températures con- 

stantes et données. Il sufïlra de se rappeler que la série clas- 
sique 

^ sin (a^ 4- i)u 

(■9) 2- 2A4-1 ’ 


est égale à quand on donne à u des valeurs comprises 

entre /.éro et ît, pour vériGer immédiatement que la fonc- 
tion V (i8) reproduit les quatre températures Gxes de la 
surface latérale. 


§ CIV. 

ÉQUATION D'UN VOLUME CYLINDRIQUE. 

J,a formule (i8), ainsi vériGée, conduit à un théorème 
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li'aiialysc remarquable. Si l(;s quatre températures 

sont toutes égales entre elles, il est évident que la 
température stationnaire V, de tout point intérieur, doit 
être égale à l’unique température fixe de toute la surface; 
il faut donc que l'é({uatioii (i8) soit une identité, quand 
on supprimera les cinq facteurs A', A", 11 ', B", V, deve- 
nus tous égaux. Si l’on remarque que les sinus et cosinus 
hyperboliques C et £ vérifient les formules 


CC) = «c(;)e(0. 

aussi bien que les sinus et cosinus ordinaires, on mettra 
facilement l’identité dont il s’agit, sous la forme 


(20) 



où m et n ont les valeurs générales («7). 

A l’aide de formules empruntées à Legendre, on par- 
vient à constater que la somme des deux premières séries 

est constamment égale à quand on donne à x une valeur 

quelconque, comprise entre x' et x", à (3 une valeur quel- 
coïKjue comprise entre fi' et | 3 ". Mais les deux membres 
de (20) ne sont plus égaux quand x ou / 3 , ou x et /3 sortent 
de leurs limites, car le premier membre devient alors in- 
fini, par suite de la divergence des deux séries ou de l’une 
d’elles. 

Ainsi, l’équation (20) est vérifiée par les coordounée.s 


Digitized by Google 



l88 LEÇONS 

(a, fi) de tout point silué à riiitérieur du corps proposé, cl 
non par celles d’un point extérieur. C’est donc, en réalité, 
l’équation du volume compris entre les quatre cylindres 
aux paramètres (cé, a", | 3 "). Cette équation embrasse 

même tous les points situés sur la surface qui limite ce 
volume 5 mais à l’exception de ceux qui appartiennent à 
deux faces. 

En effet, pour a = ou pour |3 = seulement, 
tous les termes de l’une des séries (20) s’annulent; et, dans 
la série qui reste, la fonction E de chaque numérateur de- 
vient égale au dénominateur correspondant; en sorte que 
le premier membre, se réduisant à une série (19), est iden- 
tiquement égal au second. Tandis que, pour a = et 
à la fois, les deux séries s’annulent, et l’é<[ua- 
tion (20) n’est plus vérifiée. 

En un mot, l’équation (20) représente le volume cylin- 
drique du corps jiroposc, surface latérale comprise, mais 
. moins les arêtes. Ou bien, en restant sur le plan d’une des 
sections droites du volume cylindrique, l’équation (20) 
représente la surface plane du rectangle curviligue compris 
entre les directrices {a', a", jS', | 3 "), les côtés compris, mais 
moins les sommets. 

\ 

§ CV. 

TEMPÉRATURE DES CkLlNDRES ISOTHERMES. 

A joutons aux deux solutions, l’une générale, l’autre pai - 
ticulière, donnée parles séries (i 5 ) et (18), la solution, 
beaucoup plus simple, du problème relatif aux enveloppes 
limitées par des parois isothermes. Lorsque ces parois sont 
deux cylindres d’une même famille (i) aux paramètres a' 
et a", ou ( 3 ' et entretenus, l’un à la température prise 
pour unité, l’aiitre à zéro, les lcmj>ératures stationnaires V 
des points intérieurs de l’enveloppe sont données par la 
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fraction 

(21) 


V = 


ÜU 


V = 


a 


r-p'' 


qui vériBc l’équation générale A, V = o, et reproduit, en 
outre, les deux équations à la surface. 

L’état calorifique étant le même, pour toutes les sections 
perpendiculaires aux arêtes du système cylindrique, on peut 
restreindre l’énoncé des lois au plan d’une des sections, et 
considérer les équations (1) comme représentant deux fa- 
milles de courbes, orthogonales et isothermes, toutes situées 
dans ce plan. La formule (21) donne alors les températures 
des courbes d’une même famille, lorsque deux d’entre elles 
sont entretenues, l’une à zéro, l’autre à une température 
fixe prise pour unité. J.cs courbes de celte première fa- 
mille, devenues effectivement isothermes, sont coupées or- 
thogonalement par celles de la seconde famille, qui figu- 
rent, en quelque sorte, des /i 7 ('ts de chaleur^ puisque la 
chaleur s’écoule, sur chacune d’elles, de la source chaude 
à la source froide, sans se détourner latéralement ; le flux 
calorifique étant nul entre molécules qui ont même tempé- 
rature. Ainsi lorsque les courbes a (i) deviennent effecti- 
vement isothermes, les courbes j 3 » sont des filets de chaleur, 
et inversement. 

§ CVI. 

CYLINDRES A BASE aRCÜLAIRE. 

Les trois solutions (i 5 ), (18), (21), et l’équation (20) 
représentant un volume, sont applicables à tous les sys- 
tèmes de potentiels cylindriques, compris dans les équa- 
tions primitives (1). Le plus simple de tous est le système 
des coordonnées polaires planes, dont les paramètres ihcr- 
moraélriques sont 


a = log 




— — = log - , 
c c 


Y 

P = arc tang -» 

X 
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«'•quations qui comluiscnl aux fornuiles tic ti ansformatiuii 
X = te^ cos P , 
y = re“ sin p , 

et à la valeur commune des paramètres difl’éreiitiels du pre- 
mier ordre, laquelle est 



Lorsqu’il s’agit d’une enveloppe indéfinie, limitée par 
deux cvlindres droits concentriques, aux paramètres a' et 
a", ou de rayons r' efr", la paroi intérieure ayant la tem- 
pérature prise pour unité, et la paroi extérieure étant à 
zéro, V s’exprime par la première fraction (ai), ou par 
celle-ci 





Lorsqu’il s’agit d’un solide iudéûni, compris entre deux 
cylindres («', a"), et deux plans méridiens (jS', /3"), c’est-à- 
dire ayant pour section droite un secteur circulaire tron- 
qué; si l’on connaît les températures fixes, données aux 
génératrices des faces latérales, la formule (i5), ou (i8), 
donnera la loi intégrale des températures stationnaires des 
points intérieurs; et l’équation ( ao) représentera le volume 
de ce corps cylindrique, ou simplement le secteur tronqué 
qui en forme la base. 

Si l’on préfère employer la coordonnée r, au lien du 
paramètre tliermométrique a, on prendra 


log- 


{a^ -t- l)ir 
, ■ r" ■ ’ 
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sauces tics rayons / ; par exemple, dans la première sé- 

rie (20), au lieu du rapport de deux fonctions E, on aura 
l’expression 


n n 



et l’exposant-» qui a pour valeur numérique la fraction 

( 2 /■ 4- I ) w 

2(P"-P'; 

sera entier, si l’angle (^" — ( 3 ') est une partie aliquotc de 
l’angle droit, oude“ 

On remarquera que cet abandon de la coordonnée ther- 
inométrique a, pour lui substituer le rayon r, enlève sa 
forme générale à la valeur (i 5 ), et fait disparaître toute 
symétrie entre les deux séries partielles de chacune des deux 
fonctions V (i 5 ) et (18). S’il s’agissait d’établir les formules 
ainsi transformées, directement ou en partant du rayon r, 
le défaut de généralité, et le manque de symétrie, compli- 
queraient singulièrement la recherche de ces solutions spé- 
ciales. 

» 

§ CVÏI. 

GÉNÉRALITÉ DES CYLINDRES I.'^THERMES. 

Nous considérerons, dans les prochaines leçons, d’autres 
systèmes empruntés aux formules primitives (i), afin d’étu- 
dier de près tout ce qui concerne les signes elles limites des 
paramètres thermomélriques. Mais, avant d’entreprendre 
cette étude, il importe de faire bien coinpr'"vdrc que les 
solutions, exposées dans cette leçon, embw ysent tous les 
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systcnies de cylindres conjuj^ués, dont les paramètres (a, / 5 ), 
indépendants de 2, vérifient les deux équations 

; /■/ P doi 
\ dx'~ dy'* 

(22 

( tiy dx' 

desquelles résultent toutes les conditions essentielles à ces 
applications. Savoir : 1” l'orthogonalité des deux familles de 
cylindres, par l’identité ■ 

Hx iip rfa rfp 
dx dx "** djr dy ’ 

2 " leur isotherinie, puisque la dillérentiation donne 


dy’ ’ dx' 




3 “ enfin l’égalité des deux paramètres diflérentiels du pre- 
mier ordre, car on a 

\/WFW)’=\/W^i§)’- 

F,n réalité, le groupe (1) est une forme donnée aux inté- 
grales des équations aux difl'érenecs partielles (22), mais 
ce n’est pas la seule. Avec deux fonctions déterminées 
(a, P), vérifiant les équations (22), on compose deux 
autres fonctions (P, Q), jouissant de la même propriété, 
en posant 

|Q = arctangÇ, 

où 4 est la valeur commune des deux radicaux 
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et Ç la valeur commune des deux fractions 


(a6) 


dx dr 

d.r djr 


En effet, outre les identités (a5) et (26), les équa- 
tions (aa), jointes à leurs corollaires (a3), établissent 
celles-ci 


(’-7) 


1 rfat 

J <ir //jT ’ eix dx^ 

d^d^p d'xd^v. 
^ dy dy^ dy ely' 

! 


irfarf'p d^d’x 

dpd^P d%d^oi 

1 dy dr’ dy dr’ 

dx dx^ dx d.r^ 

¥ 



car, en substituant dans les numérateurs des premiers 
membres, à chaque dérivée première sa valeur déduite du 
groupe (aa), à chaque dérivée secondé sa valeur déduite 
du groupe (a3), on obtient les seconds membres. Or, d’a- 
près les équations posées (a4), et les valeurs (a5) et (a6), 
ces identités (a7) peuvent s’écrire ainsi 


(7.8) 


!dq dP 

IrfQ _ _dP 
\ d^ dx ’ 


donc les fonctions P et Q (a4) vérifient les équations aux 
différences partielles (22). 

Ces équations linéaires seront conséquemment vérifiées 
par les séries 


{29) 


|P = § ff •og'l'. 

I Q = ^ arc tang Ç, 


i3 
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OÙ les (<p, f) dirtèrent, d’un leriiic à l'auire, parles (a, |3) 
qui les eomposent. Si les (ac,p) sont empruntés au 
groupe (i), on aura, dans le groupe (ag), une seconde 
forme d'intégrales. On en déduirait une iroisièiue de la 
même manière. 

l.a forme intégrale la plus eonrise est donnée par l’é- 
qualion 

(3o) P 4 - a ^ — I = F ( X -t- J y/ — I ), 

où F indique une fonction quelconque du binême 

(,r + .) V— I )> 

car l'identité 

e\primé(; à l'aide des fonctions réelles (a, desicni 


(3.) 


rfS da / rfi r/8 , 


et reproduit essentiellement les relations (aa). 


§ CVIII. 

eVUNDRKS HOMOFOCAUX. 

Par exemple, la forme (3o) conduit très-simplement au 
système des cylindres homofoi-aux du second ordre, lors- 
(|u'oil pose 

„ , . X + y d — I 

8 4- « V — • = arc sm ; 

' c 

équation d'où l’on déduit : i“ à l'aide d'une extension iri- 
gonométrique connue, la relation inverse 

X -t-r — 1 = c [E(o)sin P + fj~t t^a)fos3] > 
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2 ° par séparation, les valeurs 

’ j: = cE{a)sin p, 
y = cC(ot)cosp; 


(;32) 


3° par 1 élimination successive de a et de /3, les équations 
des cylindres conjugués 


(33) 


X* 

h -c» 

E>(a)-^ 


X* 

y' 

sin’p 

cos’ P ’ 


4” enfin, par l’introdurtion des axes 


(34) 


i cE(a) = p 
c sin P = ï 


d’où 


j cC{a) = y/ft’ — c’ 
( ccosp = — v% 


(35) 


les mêmes équations présentées sous la forme habituelle et 
caractéristique 

\ -.-^,T7zr7*- 

' V» c> — »’ 

On peut donc appliquer les solutions (i5), ( 18 ), ( 20 ), 
( 21 ), aux corps limités par des cylindres elliptiques et hy- 
perboliques homofocaux, en se servant essentiellement des 
paramètres thermométriques («, |3), qu’expriment les in- 
tégrales 

tiv 


J r V f/v 

O 7 ^^’ 


En général, s’il suffît de constater la vérification des équa- 
tions ( 22 ), pour en conclure que les cylindres conjugués sont 

i3. 
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orlliogoiiatix, cl que leurs paraiiièircs difléreiiliels du pre- 
mier ordre sont égaux, réeiprofjucmeiil, de celle égaillé et 
de celle ortliogonalité reeoiinues, on pcuteoiielure la véri- 
licalioii. 

F,n ed'et, les deux équations 

f/* f/(i rfat //p 

d) dr d.r ’ 


ayant lieu, par liypotlièse, on peut les inelire sous la 
(orme 



d'^ du: d a dp 

dy dy flx dx' 


ei, ajoutaul à la première, la seconde mulliplice par a V — i , 
on a 


(dp 

\dy 



<!p 


d’où l’on dixlnit, en extrayant la racine, soit l’é(juaiion (3i), 
puis le groupe (aa), soit cette équation, puis ce groupt; 
avec a eu place de |S et réciproquement, ce qui ne change 
rien à la conclusion. La vérlllcation ayant lieu, les équa- 
tions ( a3) n’en sont que des conséquences. 

Donc, quand on a reconnu que deux familles de cylin- 
dres, aux paramètres a, [3, se coupent à angles droits, et 
c|ue leurs paramètres didérentiels du premier ordre sont 
égaux, on peut en conclure : que ces deux familles sont iso- 
thermes, que a, J3, sont précisément leurs paramètres ther- 
mométriques, et qu’on peut leur appliquer les solutions 
générales, exposées dans eetle leçon. 

Par exemple : on a posé, dès l’abord, les deux équa- 
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lions (35), représentant des ellipses et des hyperboles aux 
mêmes foyers F et F'. Ces deux familles sont orthogonales, 
puisque, des deux courbes conjuguées qui se coupent au 
poiut M, l’une a pour normale, et l’autre pour tangente, 
la bissectrice de l’angle FMF'. Par des raisons de symétrie 
et d’homogénéité, on cherche des paramètres (a, (3), tels 
(jue les deux axes de chaque courbe, qui ont même impor- 
tance, aient des expressions homologues, sans subordina- 
tion de l’une à l’autre. Ce qui conduit : i" aux valeurs (34)) 
écrites inversement; a" aux équations transformées (33) ; 
3° enfin aux formules (3a), lesquelles donuent 




c'[K’(a)cos’P -+- t’(a) sin’ fl ], 


ou bien /i, = h. Et l’on peut appliquer, au cas actuel, les 
trois conclusions de l’article précédent. 

Les diverses formes, trouvées au § C\ II, pour les inté- 
grales générales des équations ( aa) donnent des séries d’inté- 
grales particulières, qui ne sont pas nécessairement dis- 
tinctes. On pourrait même démontrer que toutes ces formes 
rentrent dans celle qui passe par les imaginaires. Toutefois, 
nous .tdoplons exclusivement la forme primitive (i), qui, 
étant née de la considération des potentiels cylindriques, 
semble mieux appropriée que toute autre, à l’étude des phé- 
nomènes naturels. Il y a même de fortes raisons de croire 
que cette forme recèle toute la théorie mathématique des 
courants électriques. Quoi qu’il en soit, les potentiels cy- 
lindriques pourront donner lieu à des recherches imjior- 
lantcs; si l’oii en juge par les travaux d’un jeune géomètre, 
M. Haton, qui a su tirer, de ce sujet à peine inauguré, des 
généralisations très-reman|uables, au point de vue de L» 
géométrie. 
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Quant à nous, qui n'avons d'autre but, dans les leçons 
actuelles, que de bien faire connaître un nouvel instru- 
ment, celui des coordonnées curvilignes, nous devons nous 
borner aux questions de la théorie analytique de la chaleur, 
dont les solutions sont numériquement applicables à tous 
les systèmes cylindriques isothermes. Or, chacune de ces 
applications exige l’étude préalable des signes et des limites, 
(ju’il convient de donner aux paramètres thermométriques 
du système considéré, suivant la question que l’on traite. 
Il importe donc d’indiquer comment peut être dirigée cette 
étude, en prenant pour exemples, ou pour cadres, les sys- 
tèmes cylindriques isothermes les plus simples, après celui 
des coordonnées polaires. Tel sera l'objet des deux leçons 
qui vont suivre. 
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DOUZIÈME LEÇON. 

SYSTÈME CYLINDRIQUE BI-CIRCULAIRE. 

Sy.siùme cylindrique bi'^irculuirc. — Se» paramètre» tlicnnumétrique». — 
Deloriniiiation graphique de so» surrace» isotherme» et de litcl» de clia> 
leur. — Tcm{>eraturc» sUlioniiatre» dans les cylindres cl le» prismes cur> 
\ilignes formés par ce système. 


S cix. 

SES DEUX FAMILLES. 

Le système de potentiels cylindri<|ues et ('uiiju{^ués, dont 
les paramètres therraoméiriques sont 

(•) 


v/(j 


f^ = ii 


arc lant» — * 

^ U — c 


— arc lang 


X -t- <* 


est compris dans les valeurs générales (i), § XCIX. Chaque 
potentiel est alors réduit .à deux termes, dont les cocRi- 
cients sont égaux à l’unité, et de signes contraires. Lepre- 
mier potentiel indique deux droites, l'une attractive, l’au- 
tre répulsive; l'origine des est au milieu de la 

distance ac qui sépare ces deux droiti's. 

Passant du logarithme, exprimé par la première (i), au 
nombre correspondant, et adoptant la notation des E, 
C, (5) § CI ; évaluant la tangente de l’angle ditlérence 
de deux angles dont les tangentes sont exprimées en (x, j ) ; 
on arrive facilement aux équations 


E(a) 
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qui définissent très-simplement les deux familles de cylin- 
dres isothermes dont il s’agit. 

Fig. I. 


h’ 



Soient, sur le plan des ay, C la trace de la droite attrac- 
tive, C' celle de la droite répulsive, M un point quelconque. 
La première (2) représente le cercle, lieu géométrique des 
points M, tels que le rapport (e“) des rayons vecteurs, ou 

MC' : MC, est constant. La seconde (2) représente un 

segment capable construit sur CC', c’est-à-dire le cercle, 
lieu géométrique des points M tels que l’angle (|3) des 

rayons vecteurs, ou CMC', est constant. Les cylindres (2) 
sont donc tous à bases circulaires, mais excentriques. 

On obtient sans peine les valeurs des {Xfjr) en fonction 
des coordonnées ibermomélriques (a, |3). Retranchant la 
seconde (2) de la première, et supprimant le facteur com- 
mun 2c, on a 


(3) 



ajoutant, au contraire, les équations (2), divisant par 2, 
et remplaçant le facteur c du second membre par sa va- 
leur (3), il vient 


(4) 


ar’ -h ^ 


E * ( a ) J cos * P ^ 
C * ( ot ) ^ sin * P ’ 


ou bien, réduisant, à l’aide des relations homologues qui 
lient les sinus et cosinus, soit ordinaires, soit hyperboli- 
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ques, puis extrayant la racine carrée 


(5) 


^ _ r 

^^(a) sinp 


Enfin, les deux équations (3) et (5), du premier degré en 
(x, y), donnent par élimination 


^ ^ E(«) — cos B ’ 

(6) -A 

csin P 

^ E { a ) — COS P ’ 

pour les formules de transformations cherchées. Il en ré- 
sulte que X s’annule et change de signe avec a, y avec | 3 . 
La suppression du double signe, lors de l’extraction de la 
racine carrée, n’a fait qu’assigner le sens des x ou desjy po- 
sitifs. 

Les paramètres a et ^ ayant été respectivement substi- 
tués à ceux jO et pi, les équations ( 2 ), mises sous la forme 


(7) 



représentent les deux arcs ou lignes de courbure j, et s 
du système orthogonal actuel, et donnent immédiatement, 
|K)ur les deux seules courbures qui ne soient pas nulles. 



I sin^ 

r, c 


Or, ici, les deux paramètres dilférentiels du premier ordre. 
//i et A, doivent être égaux (§ XCV ) • les formules généra- 


•À01 


ucco>ia 


les(:A4)t (lu ^ XXX, (lounerouL dont les dcri\éeâ 

dh ( 3t ) 


da 


dh sin P 

T" ’ 


et l’on en dciluira, par intégration, 

(8) = A = 

r 

y étant une constunlc absolue, qui reste à déterniiner. 


§ ('X. 

SES PARAMÈTRES THERMOMÉTRIQUES. 

Le paramètre a (i) a pour valeurs extrêmes, l’infini né- 
gatif sur la droite répulsive dont la trace est C', et rinfiiii 
positif sur la droite attractive dont la trace est C*, il est 
égal à zéro sur le plan des yz, dont tous les (wiiits sont 
également distants de ces deux droites. Ainsi la famille des 
cylindres a. commence et finit par de simples droites; elle 
comprend un plan, qui la partage en deux suites, égales et 
symétriques, l’une, des cylindres dont le paramètre est né- 
gatif et qui entourent la droite répulsive, l’autre, des cylin- 
dre» dont le paramètre est positif et cjui entourent la droite 
.Tttractive. 

Le paramètre (3 (i) étend ses valeurs entre zéro et un. 
- Fie- î- 



ni- fl' 
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Le cercle, représenté par la seconde équation (7), comprend 
réellement les bases de deux cylindres, aux paramètres 
et n -f- puisqu'il se partage entre les segments capables 
de ces deux angles. C’est-à-dire que toute surface cylin- 
drique, déCnie par une valeur déterminée du paramètre jS, 
a pour limites infranchissables les deux droites actives dont 
les traces sont C' et C. 

L’arc ou la ligne de courbure s,, qui correspond à une 
valeur déterminée de a, comprend tout le cercle représenté 
parla première équation (y); et la coordonnée j 3 y varie 
entre les deux limites o et an. Mais l’arc s, qui corres- 
pond à une valeur déterminée de { 3 , ne comprend que l’un 
des segments capables représenté par la seconde (7); il a 
|>our extrémités infranchissables les traces C' et C; et la 
coordonnée « y varie de — 00 à oo . L’arc x, correspon- 
dant à |3 = O ou à |3 = a n, se compose des deux parties de 
Taxe des x, situées en deçà de C' et au delà de C. L'arc s, 
correspondant à p = n, se réduit à la droite CC'. 

Le paramètre P, n’entrant dans les équations (a) et (6), 
que par son sinus et son cosinus, s’il est augmenté ou di- 
minué d’un multiple quelconque de an, il définira toujours 
le même cylindre. D’après cela, ce paramètre peut être 
considéré comme ayant ses valeurs comprises entre — n 
et n. Alors, la partie CC' de l’axe des x correspond à 
P = ± n, et tout le reste à p = o. Les formules (6) con- 
duisent d’ailleurs à la même consé<|uence ; car, considé- 
rant le côté des a positifs, si p est zéro, on a 


E ( a ) — I y b ( a ) 


d’après la relation (C* = L’ — 1), tandis que si p est égal 
à -I- TT, ou à — 71 , 011 a 


r = o, 


.r — 


r.{x)+ 1 


r 


s/ 


b(»)— ' . 

E(a)-1- I ’ 
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d’où résulte clairement (juc x surpasse c dans le premier 
cas, et qu'il lui est inférieur dans le secoud. 


S cxi. 

SON PARAMÈTRE DIFFÉRENTIEL. 


Ainsi, le milieu O de la distance CC', ou l'origine des 
(•*■» j). a pour équations 


a = O, P = TT. 


En ce point, l’arc s est rectiligne, et sou élément ds se 
réduit à la valeur infîniment petite de x (6), qui est c — • 


On a donc, en O, 



c 


Autrement ; il résulte des valeurs données aux cotistanics 
G, dans le potentiel cylindrique linéaire et (i), que l'attrac- 
tion et la répulsion, exercées par les droites C et C', sur 
l’unité de masse placée à l’unité de distance, ont une inten- 
sité égale à l’unité; or, res deux forces variant en raison 
inverse de la simple distance, leur résultante, qui est par- 
tout égale à A, et dirigée suivant la normale positive de la 

surface a, sera évidemment - au milieu de CC'. 

C 

Ainsi, l'intégrale (8) doit se réduire à quand a est nul, 

et (5 ^al à r. La constante y est donc nécessairement nulle, 
et l’on a généi alcmcni 


(9) 



c 


Cette valeur du paramètre dillérentiel du pri-mier ordre, 
est d’ailleurs celle qu’on oblicnl directement, en déduisant 
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lies formules (6) les expressions 




et faisant usage (le rideiuilé 


[E (») eos — 1 1' t’ (a) sin’ ^ = [E [a) — cos ,S]% 
facile à établir. 

Les coordonnées curvilignes (a, (i) étant sufCsam- 

ment définies, appliquons à ce système, orthogonal et tri- 
plement isotherme, les solutions générales de la leçon 
précédente. Le caractère spécial, de cette application par- 
ticulière, consiste dans les doubles valeurs données au para- 
mètre thermomélriquc p; car, suivant la question que l’on 
traite, il faut regarder ce paramètre, comme restant posi- 
tif entre zéro et at:, ou comme variant entre — t: et -t- tr. 

Par exemple, si l’on considère, sur un même cercle a, 
deux points M et M' situés, l’un au-dessus, l’atitre au-des- 
sous de l’ajre central CC' (fig- i), et qu’il s’agisse de faire 
la sommation de certains éléments répartis sur l’un des deux 

arcs MM' ; on fera croître la coordonnée p d’une manière 
continue, de M en M' pour l’arc M AM' qui coupe l’axe cen- 
tral entre C et C', de M' en M pour l’arc M' A'M qui coupe 
cet axe sur le prolongement de C'C; ce qui exige que (i 
ait ses valeurs comprises, entre zéro et 2 k dans le premier 
cas, entre — tt et -t- tr dans le second. 


§ CXII 

SES PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES. 

Au point de vue restrictif du § CV, les propriétés des 
cercles (a, j3), représentés par les éi|uations ( 2 ) ou (y). 
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ramènent, à U géométrie élémentaire, la détermination des 
courbes isothermes et des filets de chaleur, dans les divers 
cas embrassés par la formule (ai) du paragraphe cité. On 
a d’abord deux théorèmes généraux, qu’il suffira d’énoncer. 

Théorème I. Si d’un point quelconque. A, de la droite 
a = O, que nous appellerons axe radical, on mène des 
tangentes à tous les cercles et, toutes ces tangentes sont 
égales en grandeur, comme étant les rayons du cercle (B 
dont le centre est en A (fig. i). 

Théorème IJ. Lin cercle P coupe l’axe radical aux points 
D et D'; pour déterminer le cercle « qui passe en un de ses 
points M, on mène les droites MD, DnvL; les points A, ùl, 
où ces droites rencontrent l’axe central CC', assignent un 
diamètre AA' du cercle cherché; et le logarithme du rap- 
port A(y ; AC donne son paramètre et {fig- i)- 

Viennent ensuite plusieurs problèmes, dont il suffira 
d’esquisser les solutions. 


§ CXllI. 

TUBE A PAROIS EXCENTRIQUES. 

Problème I. Un tube cylindrique indéfini, à parois cir- 
culaires excentriques, est entretenu intérieurement à la 
température i, extérieurement à zéro. Il s’agit de détermi- 
ner les températures stationnaires de l’enveloppe, ses cylin- 
dres isothermes et scs filets de chaleur. — La section droite 
du tube donne deux cercles isothermes a. La droite qui joint 
les centres de ces cercles est l’axe central. 

Pour déterminer un point de l’axe radical, on mène une 
tangente \TjV' au cercle intérieur, laquelle coupe le cercle 
extérieur en M, N'; sur TN et sur TN' on construit deux 
triangles équilatéraux, et la droite SS', qui joint leurs troi- 
sièmes sommets, rencontre au point A cherché. La 
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perpeiuliculairc abaissée de A sur l’axe ceiilral sera l’axe 
radical. Le cercle /5 décrit de A comme centre, avec AT 


Fip. 3. 



p<jur rayon, coupera l’axe central aux points C et C'. Ces 
}>oints étant ainsi déterminés, si PF' est la distance mi- 
nima des deux cercles, les logarithmes des deux rapports 
P'C' : P'C , F'C' : P"C, donneront les paramètres «'et a" 
des deux parois, intérieure et extérieure, du tube. On cons- 
truira facilement le filet de chaleur /3, et le cercle isotherme 
«, qui concourent en tout point, M, de rcnveloppe. Puis, 
le paramètre « étant numériquement évalué ( Théorème II ) , 
la formule 



ilonnera la température stationnaire en iM. 

§ exiv. 

(ANAUX DANS UN MILIEU SOUDE. 

Problème II. Une masse solide est limitée par un plan 
indéfini, entretenu à zéro, et traversé-e, parallèlement à ce 
plan, par un canal cylindrique à base circulaire, entretenu .à 
la température i . Il s’agit de déterminer les temjtératures sta- 
tionnairesde cette masse solide, ses surfaces isothermes, et 
ses filets de chaleur. — La section faite, perpendiculaire- 
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ment aux arêtes du cylindre, cou|>c la paroi plane suivant 
l'axe radical, et le canal, suivant un cercle ot. 

FicIV 



La perpendiculaire Ü'O, abaissée du centre O' de ce cer- 
cle sur l’axe radical, est l’axe central. Menant du point O 
la tangente U T, le cercle décrit de O comme centre avec OT 

pour rayon, a pour paramètres ^ = ± et coupe l’axe 

central aux points C et C'. Ces points étant ainsi détermi- 
nés, si FO est la distance minima du cercle à la droite, le 
logarithme du rapport P'C' : P'C donne le paramètre a' de 
ce cercle. On construira facilement le filet de chaleur (3, et 
le cercle isotherme «, qui concourent en tout ]>oint assi- 
gné, M, de la masse solide. Puis, le paramètre a étant nu- 
mériquement évalué, la formule 



donnera la température stationnaire en M. 

Pmblènie III. Une masse solide indéfinie est traversée 
par deux canaux cylindriques, à bases circulaires, et dont 
les axes sont parallèles. L’un de ces canaux est entretenu à 
zéro, l’autre à la température i. Il s’agit de déterminer les 
tcmj^raturcs stationnaires de la masse solide, ses surfaces 
sothermes, et scs filets de chaleur. — La section faite j>cr- 
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pendiculairctnent aux arêtes des deux cylindres, les coupe 
suivant deux cercles isothermes a, l’un extérieur à l’autre. 


Fig. 3 . 



La droite qui joint les centres des deux cercles est l’axe 
central. Le milieu A d’une tangente, T' commune aux 
deux cercles, est un point de l’axe radical. Le cercle |3 dé- 
crit de A comme centre, avec AT' = AT" pour rayon, coupe 
l’axe central aux points C et C' (C est intérieur au canal 

chaud). Ces points étant ainsi déterminés, si PP' est la 
distance minima des deux cercles, les logarithmes des rap- 
ports P'C' ; P' C, P"C' : P"C, donnent les paramètres a' et 
— a" de ces cercles. On construit aisément le filet de cha- 
leur P et le cercle isotherme a, qui concourent en tou 
point désigné, M, de l’espace solide. Puis, la valeur numé- 
rique, positive ou négative, du paramètre a étant évaluée, 
la formule 


donnera la température stationnaire en M. Par exemple, si 
les deux canaux ont le môme rayon, et que le point M soit 

pris sur l’axe radical, sa température sera -♦ 

$ cxv. 

CYLINDRE Ml-CHAÜD, MI-FROID. 

Problème IV* La surface d’un cylindre solide indéfini 
à base circulaire, est partagée en deux parties, que limitent 

'4 
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lieux j'énéralriccs ; l'une de ces parties est enireleiiue à 
zéro, l’autre à la température i. Il s'agit de déterminer les 
températures stationnaires du cylindre, ses surfaces iso- 
thermes, et ses filets de chaleur. 

La section droite du cylindre coupe les génératrices- 
limites aux points C et C' (/ig- 2 ), et la surface totale sui- 
vant deux segments capables, Tun à zéro, dont le paramètre 
est un- angle l’autre à la température 1 , dont le para- 
mètre positif est Tt-(- On construit aisément le filet 
de chaleur «, et le segment capable isotherme (3, qui con- 
courent en tout point désigné, M, du cylindre solide. Le 
paramètre positif compris entre [3' et n -f |3', a une va- 
leur angulaire facilement assignable. Puis, la formule 

donne la température stationnaire en M. Par exemple, si 
|3' = -» et que le point M soit pris sur l’axe central, sa tem- 
pérature sera /3 étant alors égal à îr. 

Problème F. Un canal cylindrique, à base circulaiic, 
est percé dans une masse solide indéfinie; sa paroi est par- 
•tagée en deux parties que limitcntdeux génératrices; ruiie 
de ces parties est entretenue à zéro, l’autre à la tempéra- 
ture I. Il s’agit de déterminer les températures de la masse 
solide, ses cylindres isothermes, et ses filets de chaleur. 

La section droite du canal, coupe les génératrices-limites 
aux points C et C', et la paroi suivant deux segments ca- 
pables, l’iiii .1 la température 1 , dont le paramètre est un 
angle (3', l’autre à zéro, dont le paramètre négatif est 

= — TT -f- On construit aisément le filet de chaleur a, 
et le segment capable isotherme (3, qui concourent en tout 
point dé.signé, M, de la masse solide. Le paramètre j3, com- 
pris eiitiv — Tt -4- (3' et J3', a une valeur angulaire, positive 
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OU négaiive, facilement assignable, puis la formule 
V= P ~ 

TT 

donne la température stationnaire en M. Par exemple, si 
3 =-» et que M soit pris sur l’axe central prolongé, sa 
températui-e sera (3 étant alors égal à zéro. 

Problèmes VI et VU. Une surface cylindrique indéfi- 
nie, ayant pour base discontinue le segment capable d’un 
angle ^ et la droite CC^, limite une colonne pleine, ou 

Fig, 6. 



forme la paroi d’un canal traversant une masse solide. La 
partie courbe, de la surface de la colonne, ou de la paroi 
du canal, est entretenue à la température i, la partie 
plane à zéro. Il s'agit de déterminer les températures sta- 
tionnaires, de la colonne, ou de la masse solide qui en- 
toure le canal. 

Dans la colonne, le paramètre (3 e.st compris entre (5' et 
TT ; la température est 



Dan.s la masse solide entourant le canal, le paramètre P, 
des surfaces isothermes, croit de — n à p', et la formule 

V — " P 

7T-I- 

exprime leurs températures stationnaires. 

14. 
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§ CXVI. 

PRISMES CURVILIGNES. 

Revenons raainleiiant au cas général, où les tempera- 
tures fix.-s, cl données, dilftrenl d’une génératrice à 
aulre, sur la surface du corps cylindrique. Pour plus de 
clarté, transcrivons ici la série (.5) du § Cil, qui résout la 
(question dont il s agit . 

I C[/i(a" — «')] 

I 1 = 0 
(■“)''= i=« 

) ^ V sin m (.-a ). 

cim(r-p'Ti 

\ i = O , 

Lorsqu’on se propose d’appliquer celle formule à un prisme 
indéfini, dont la base discontinue est comprise entre deux 
cercles a et deux segments capables |3 (i), il faut évaluer 
exactement les paramètres a' et a" de ces cercles, (3 et p 
de ces segments capables, afin de composer les fractions 

/ n • 

(*0 a'’ 

facteurs des arcs et des exposants, et les coefficients 

XO) == , A(/)(^)sin/ï(p — 

P —PJ^' 

l)‘, (/) = -; 7 I B(>)(a)sinm (a — a')f/a, 

facteurs des termes de la série totale. 

Il faut se rappeler que la série (lo) ne reste convergente, 
ou ne donne les températures stationnaires, que pour les 
points dont les coordonnées a, ,6, sont respectivement coin- 
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prises, entre «' et a", entre et /j". D’où résulte que la 
formule (lo) n’est pas applicable, lorsque le corps cylin- 
drique comprend des points dont les coordonnées sortent 
de ces limites, ou n'appartiennent pas, chacune, à une gé- 
nératrice située sur la surface discontinue. 

Exemple I, Le prisme indéfini est un tube à parois 
circulaires excentriques; sa base est comprise entre deux 
cercles a complets, l’un extérieur, dont le paramètre est 
a', l’autre intérieur dont le paramètre est Les frac- 

tions m et les coefficients n’existent pas. On peut 

prendre jS' = o, p* = 2 Jt ; n se réduit à '-■> et l’on a 
.U/) = i r ’'AO)(p)sin'-?rfp. 

Exemple II. La base du prisme est la moitié supérieure 
de la précédente, coupée par l’axe central [fig. 3). — On a 

P'=o, = 

d’où n — /, et 

.<,(/) = - I Aü)(p)simp</p. 

Jo 

Les m et les qui existent, ont les expressions (ii) 
et ( 12 ). 

S cxvii. 

CYLINDRE B1.CANNELÉ. 

Exemple III. La base du prisme indéfini est limitée ; 
i® par deux arcs concaves appartenant à deux cercles a de 
même rayon, ayant pour paramètres, l’un a' = — 

1 autre a" = -f- a, ; a® par deux arcs convexes appartenant 
h deux segments capables p, géométriquement égaux et 
opposés, ayant pour paramètres, l’un /5'=j3,, l’autre 
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= an — |3o. — On reconnaît facilement que tout point 
de l’aire plane, enveloppée par ces arcs, a sa coordonnée et 

Fig. 



comprise entre — «o et -f- «», sa coordonnée /3 comprise 
entre (3# et an — (3». La série (lo) donne donc les tem- 
pératures stationnaires de tous les points du prisme solide 
dont celte aire est la base, quand les facteurs constants ont 
les valeurs 


aa,’ ”• a(7r — p.)’ 



/8. 

A(»(p)sinn(p-p.)rfp, 


KS-Ü) = 



J (a) sin m (a-h 


Exemple IV, La base du prisme n’est que la moitié 
qu’on obtient, en coupant la précédente par l’axe radical, 
et supprimant la partie située à gauche (fig. 7 ). — On a 


«' = O, 


= «t. 


m 


lie 

». 




B<''>(a)sinmada; 


(3', fj", n et -t-O), s’expriment comme dans l’exemple III. 
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Exemple F. La hase liu prisme n’est plus que ce qui 
reste, en coupant encore la précédente par l’axe central, et 
supprimant la partie inférieure (fig. 7 ). — On a 

P' = 8., p"=,T, n=-^, 

TZ — • p, 

= r’'A(/?(p)sin«(p- 

» - P. J, 3. 

a', a", met s’expriment comme dans l’exemple IV. 

§ CXVIII. 

CANAL gUADRI-aRCULAlRE. 

Exemple VI. La surface libre du corps cylindrique a, 
pour section droite, le périmètre discontinu, formé: 
i” par deux arcs convexes appartenant à deux cercles a, 
de même rayon, ayant pour paramètres, l’un a.' — — a„ 
l’autre a'' = -(- Xq ; par deux arcs convexes appartenant 
à deux segments capables |3, géométriquement égaux et 


Fie- 8- 



opposés, ayant pour paramètres, l’un |3' = — |So, l’autre 
/3" = (3o. — On a donc, par la sommation sur les arcs a*'*. 
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wi, el ont les mêmes expressions que dans l'exem- 

ple III. Mais, avec ces valeurs données anx constantes, la 
série (to) ne reste convergente, ou ne donne les tempéra- 
tures stationnaires, que pour les points dont les deux coor- 
données «, /3, sont respectivement comprises, entre — tz, 
et -I- « 0 , entre — (3» et -f- Or les points extérieurs à la 
surface, qui vient d’étre définie, jouissent tous de cette 
propriété, tandis que les points intérieurs eu sont tous pri- 
vés. Donc, dans le cas actuel, la série (lo) donne les tem- 
pératures d’une masse solide indéfinie, traversée par un 
canal cylindrique dont la paroi, ayant pour section droite 
le périmètre tracé, est soumise à des températures fixes et 
données [A(/)(|3), B'’')(a)], (|ui dilTèrenl d’une généra- 
trice à une autre. 

Si, dans les derniers exemples, les quatre parties de la 
surface discontinue du corps cylindrique sont entretenues, 
chacune à une température constante, mais différente 
d’une partie à une autre, les températures stationnaires 
sont alors données par la série (i8) § ClII, en y substi- 
tuant les valeurs des m et n assignées dans ces divers 
exemples, mais avec l'entier i impair. Enfin si les quatre 
températures fixes sont égales entre elles, on reproduit 
l’équation (ao) § CIV, du volume cylindrique, ou simple- 
ment de sa base. Mais avec cette différence remarquable, 
que l’équation obtenue représente exclusivement la partie 
intérieure au périmètre tracé, dans les exemples II, III, 
IV, V, et au contraire toute la partie extérieure, dans 
l’exemple M. 
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TREIZIÈME LEÇON. 

SYSTÈME CYUNDRIQUE DES LEMMSCATES. 

Système cylindrique des Icmni&catos. — Étude des deux familles de courbes 
qui le constituent. — Températures stationnaires dans les cylindres cl les 
prismes curvilignes formés par cc système. 


§ cxix. 

FAMILLE DES LEMNISCATES. 

Le système ilc potentiels cylindriques et conjugués, dont 
les paramètres thermométriques sont 

1 

a = log . 

V^(x-t-c)>-+- jV(.r — 

r Y 

P = arc tang — 1- arc tang ? 

est compris dans les valeurs générales (i), §XCIX. Cha- 
que potentiel est alors réduit à deux termes, dont les coef- 
ficients sont égaux entre eux, et à l’unité. Le premier po- 
tentiel indique deux droites attractives. L’origine de (x,jr) 
est au milieu O de la distance ac qui sépare les traces C 
et C' de ces deux droites. 

Par le passage du logarithme au nombre, la première (i) 
se met sou.s la double forme 

(?.) (x>+ c’)’ — 4c’ J:’ = 

— C’Y 4c’/’ = 

Par le passage de l’arc à la tangente, la seconde (i) devient 
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tang P = 


3tX/ 


( 3 ) 


r ,r- — ' = 


x’ — J ’ — c’ 
2 XJ 


Ungp 


-+-c’. 


Ces équations (2) et ( 3 ) représentent, soit les cylindres 
dont il s’agit, soit les courbes orthogonales et isothermes 
qui leur servent de base. 

L'équation (2) représente le lieu géométrique du point 
M tel que le produit (c’ e_a) des rayons vecteurs, ou 
MC. MC', est constant; ce qui donne une famille de lem- 
niscates, dont il imjH>rto de bien préciser les formes di- 
verses. D’après la seconde (2), on a 


j = o, x = ±:r, 

(|uand le paramètre a atteint sa limite supérieure +00; 
le cylindre se réduit alors aux deux seules droites attrac- 
tives, et sa base aux traces C et C' de ces droites. A la li- 
mite inférieure — 00 de a, l’équation (2) se réduit à 

(■r’ 

(caries x, étant iiiGnimcnt grands, les termes en 2:’, y’, 
disparaissent devant ceux en x‘, x’ y*, r*) ; le cylindre est 
alors .à base circulaire, mais son rayon est infini. Lorsque 
a =0, l’équation (2) devient 

(4) (x’ -t- j>)’-t- 2 ir’(j= — x') = o, 

et représente la lemniscatc ordinaire, que nous appellerons 
radicale ; en son point multiple, et de double inflexion, 
situé à l’origine O, les deux tangentes sont les bissectrices 
des angles des axes, puisque, si x et sont infiniment j)C- 
lits, on dt-duit de ( 4 ) le double rapport 
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L’équation difliérentielle de toutes les courbes {2), qui 
est 

(x’ -f- y’ — c’ ) (xdx ■+■ ydy ) -|- 2 c' ydy = o, 


donne, en annulant successivement dx et iVv, savoir 


dx=.o, (.r’ + = “< 

dyxziO, — c’)x=o. 


D'où résulte que tous les points des courbes a, où la tan- 
gente est parallèle aux_^ , sont sur l'axe des x ; tandis que 
les points de ces courbes, où la tangente est parallèle auxx, 
sont situés, les uns sur l'axe des_j^, les autres sur le cercle 
dont CC' est le diamètre. 

Or, l’écjuatioii (2) donne : 1° quand j’ = o, pour x’ les 
deux valeurs 


( 5 ) 


I = — C-»), 

I x*»=c’(i 4-r-*); 


a” quand x = o, pour y' la seule valeur 


( 6 ) = 

qui puisse être positive; 3 “ et quand x’ -f-y * = c’, le cou- 
ple 



Pour toutes les valeurs de a, x" est réel ; x' et y y, qui sont 
nuis pour la lemniscate radicale, ne peuvent exister en- 
semble pour toute autre courbe : quand a est positif, c’est 
x'qui reste seul ; quand a est négatif, c'esty,. On peut donc 
dire que toutes les lemniscates (2) ont quatre sommets : ils 
sont tous situés sur l'axe des x quand a est positif; deux 
sont sur l'axe des x et deux sur l'axe des y quand a est né- 
gatif; et quand a est nul , l'origine O compte pour deux. 

Les quatre points, M,, aux coordonnées (x,, > , ), n'exis- 
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tenl que pour les valeurs de a telles que ne dépasse 
pas 2. A cette limite, où a est négatif et égal à — log 2, jr, 
est nul, J s sont égaux à c-, les points Mj se confondent, 
deux à deux, avec les sommets situés sur Taxe des la 
courbe a, en quelque sorte, de longues tangentes à ces deux 
somnicts, et nous l’appellerons ia Icmniscate aux longs 
contacts. 


S cxx. 

SES TROIS GROUPES. 

11 résulte de cette discussion, que les courbes représen- 
tées par l’équatioii (2), se partagent en trois groupes, de 
formes très-différentes, et que l’on peut définir comme il 
suit. 

Premier groupe. Lemniscates doubles. Le paramètre a 
est positif. Entre la lemniscate radicale, et le couple des 
points C et C' donné par a = -f- 00 , chaque courbe se 
compose de deux parties égales et séparées, ayant la forme 
ovoïde, et entourant respectivement les points C etC^ 

Deuxième groupé. Lemniscates jléchies. Le paramètre a 
est négatif et surpasse — log 2. Entre la lemniscate aux 
longs contacts, et la lemniscate radicale, clia(|ue courbe 
a quatre points d’inflexion : puisque sa largeur, ou sa dou- 
ble ordonnée a deux maximums égaux, l’un entre O et C, 
l’autre entre O et C'5 tandis qu’en O, ou sur l’axe des y, 
cette double ordonnée est un minimum. 

Troisième groupe. Lemniscates simples. Le paramètre 
a est négatif et inférieur à — log Entre le cercle de 
rayon infini donné par a = — oc , et la lemniscate aux 
longs contacts, chaque courbe ressemble à l’ellipse qui a 
les mêmes sommets^ mais, comme on s’en assure aisément, 
clic roiilourc de toutes parts, étant plus gonflée au milieu 
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«le chaque (juaclrant, à la manière de la courbe hybiide dilc 
an anse de panier. 

§ CXXI. 

LEUR TRACÉ GRAPHIQUE:. 


Le tableau, ci-après, contient les éléments nécessaires 
pour tracer plusieurs des courb<.*s (2), et au moins une de 
chaque groupe. Les valeurs, inscrites sur une même verti- 
cale, appartieiuient à la courbe désignée par la lettre qui la 
surmonte. S est une lemuiscate simple, celle dont le para- 
mètre est a = — log 3 \ ses deux demi-axes sont ic et c\ji. 
L est la lemuiscate aux longs contacts, dont le paramètre 

est a = — log 2 *, ses deux demi* axes .sont c \jZ et c. F est 


une lemuiscate fléchie, celle au paramètre et = — ^og ^ ; 

3 , 

ses deux demi-axes sont - c et - c, son ordonnée inaxiina 

2 2 


g c. R est la leinniscate radicale, dont le paramètre est 


a r= o; son demi grand axe est cy'^2, son ordonnée maxima 


^ c. D est une lemuiscate double, celle au paramètre 


a = log^i deux demi-axes sur CC sont ^approxi- 


niativemenl ^ c ) et - c, son ordonnée maxima — Pour . 
3/2 8 

mieux préciser les formes extrêmes des lemniscates doubles 
et fléchies, le tableau définit deux autres courbes, avoi- 
sinant la radicale. F' est la lemuiscate fléchie dont le 


paramètre est a = — log 


5o 


49 ’ 


10 


^approximativement 

25 

-7- c. D' est la leinniscate 

49 


ses deux demi-axes sont c 

et - c, son ordonnée maxima 
7 

double dont le paramètre est 
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a5 


a = loe —7; sus deux demi-axes, sur CC', sont exactement 

§ ' c et i c, son ordonnée maxima c. 

5 i5 



Pour tracer avec une exactitude suffisante les sept courbes 
•du tableau précédent : on décrit le cercle dont CC' est le dia- 
mètre, et le carré circonscrit dont les côtés sont parallèles aux 
axes ; les diagonales du carré donnent les tangentes au point 
multiple de R ; le cercle décrit de O comme centre, avec la 
demi-diagonale pour rayon, détermine, sur l'axe des X les 
sommets de R, sur l’axe des y ceux de S; les par^lèles à 
l’axe central, dont les ordonnées sont les j, assignés, cou- 
jMînt le cercle CC', aux points des courbes F, P, R, ly, D, 
qui ont ces parallèles pour tangentes; les sommets sc déter- 
minent par les valeurs assignées aux x", et Vi ou x'. Le 
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gulièrcincut facile, quand on cniinail les courbes |5, qu’elles 
doivent couj)er orlhogonalement. 

§ CXXII. 

F.VMILLE DES IIVPERHOLES. 

L’é(|uation (3), seconde forme, représente le lieu géomé- 
trique du point 31, tel que la somme [3 (i), ou MC A-|-MC'A, 


Fie- ’■ 



des angles que font, avec la ligne fixe C'CA, les deux 
ravons vecteurs, est constante; ce qui donne une famille 
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<riiybL*rboles éijuilaières, passant toutes par les ]K>iiils C fl 
C', puisque l’équation (3) est satisfaite par 

J = O, x = dbc 

quel que soit (3. Mais, comme on va le voir, chacune île ces 
hyperboles se divise en quatre parties, qui correspondent à 
des valeurs très-différentes du paramètre j3. Ne considérons 
d’abord que les points du plan des bases, situés dans l’angle 
des X et des J' positifs. 

Le lieu géométrique du point M, tel que la somme angu- 
laire f3 soit nulle, est évidemment toute la partie de l’axe 
des X située à droite de C (les deux angles MCA, MC'A, 
étant zéro); comme l’indique d’ailleurs la seconde (i), qui 
donne p = o, si y devient nul lorsque x est plus grand 
que c. Donc, la base du cylindre au paramètre ^ = o, se 
réduit à l’axe des x ( côté positif), moins la ligne UC. 

Pour que la somme angulaire (3 soit égale à n, il faut 
que l’angle MCA soit le supplément de l’angle MC'A; ce 
qui place le point M, ou sur le côté positif de l’axe des y, 
ou sur la droite qui sépare les points C et C' (MCA étant 
alors égal à 7t, et MC'A à zéro). Donc la base du cylindre 
au paramètre (3 = n, se coinjKise de la partie CC' de l’axe 
des X, et de tout le côté positif de l’axe des y. 

Quand (3 est égal à l'équation (3) se réduit à 
x’ — = r’ 

et représente l’hyperbole particulière, que nous appellerons 
maxima, dont les asymptotes se confondent avec les tan- 
gentes au point multiple de la lemniscate radicale. Mais, le 

paramètre == “ n’appartient qu’à la demi-branche de cette 

hypcibole, qui s’élève dans l'angle droit des x e\. y positifs, 
et sur laquelle la coordonnée a épuise toutes ses valeurs, 
depuis — CO jusqu’à -+- oc . 
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Celui des cylindres /3 dont le paramètre est 

doit être compris entre ceux qui correspondent à /3 = o, et 

à P = - ; il s’étend nécessairement vers l'infini, puisqu’il 

doit y couper orthogonalement le cylindre droit au para- 
mètre a = — oo ; là, ses coordonnées ar et y sont infinies ; 
l’équation (3), première forme, qui devient 



exige que'_l’infini x surpasse rinfini y, et donne pour leur 
rapport 



Ainsi la base du cylindre dont le paramètre (3 est i, positif 
et moindre que failpartie de la branche d’hyperbole équi- 

latère dont l’asymptote fait avec l’axe des x l’angle-, elle 

vient de l’infini où a— — oo , et se termine en C où 
a = -)- 00 , après avoir coupé toutes les lemniscates. 

Celui des cylindres |3 dont le paramètre est |3 = ji — /, 

où I est moindre que doit être compris entre ceux qui 

correspondent à/3=^, et à |3 = x;il s’étend nécessaire- 
ment à l’infini; là, ses coordonnées x et jy sont infinies; 
l’é(|uation (3), première forme, qui devient, 



i5 
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»‘xigc (juc rinfîiii^ surpasse l’inliin x, et donne pour leur 
rapport 

(j) = 'aog~ 

Ainsi, la base du cylindrt; dont le paramètre (3 est tt — /, 
/ étant moindre que fait partie de la branche d’hyper- 
bole équilatèrc, dont l’asymptote fait avec l’axe des y l'an- 
gle clic vient de l’inhni et s’arrête en C. 

§ CXXIII. 

PARAMÈTRE DES inTERBOLES. 


Bn répétant la même discussion, pour les points du 
plan des bases, situés dans les autres angles des axes rec- 
tilignes, on arrive aux conclusions suivantes : l^a coordon- 
née curviligne |3 a toutes ses valeurs romprises entre o 

et : 

= O , représente la partie positive de l’axe des x , 
moins CO ; 

(3 = ff, la partie positive de l’axe des y, plus CO, et 
plus OC' -, 

j3 = att, la partie négative de l’axe des x, moins OC'; 

/3 = 3tt, la partie négative de l’axe des j, plus C'O, et 
plus OC ; 

jS = 4tt, la partie positive de l’axe des x, moins OC. 

Si l’on mène, par l’origine O, les quatre droites, faisant, 
soit avec l’axe des x, soit avec l’axe dos jr, et de part et 


d'autre, un angle ^ moindre que que l’on trace ensuite 


les deux hyperboles équilatères, passant en C et C', et dont 
ces droites sont les asymptotes ; ces hyperboles compren- 
dront chacune ({untre parties, dont les paramètres |3 seront, 
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(/, TT-l-i, 27r-f-i, Stt-i-/) sur l’une, (tt — /, 27r — i, 
3 TT — / , 4^ — * ) sii** l’autre. Les quatre parties de l’hyper- 
bole maxîma ont pour paramètres • 

On peut aussi prendre toutes les valeurs du paramètre /3 
entre — 27 : et -f- a^r, en conservant les valeurs précédem- 
ment assignées aux parties d’hyperboles situées au-dessus 
de l’axe des or, et retranchant 4 ^ des valeurs assignées à 
celles situées au-dessous. Lors du premier mode, les points 
de l’axe des x qui sont à gauche de C' ont la valeur unique 
|3 = 27r, ceux qui sont à droite admettent une double valeur, 
TT et 3 TT entre C et C, o et 4?r au delà de C. Lors du second 
mode, les points du même axe des x situés à droite de C 
ont la valeur unique ^ = 0 , ceux situés à gauche admettent 
une double valeur, - 4 - tt et — r. entre C et C', 2 7 r et — 2 7 r 
en deçà de C. Suivant les cas, on devra employer l’un ou 
l’autre de ces deux modes. 

Par exemple, si l’on considère, sur une même lemniscate, 
simple ou fléchie, deux points M et M' situés, l’un au-dessus, 

l’autre au-dessous de l’axe CC', et qu’il s’agisse de faire 
en une seule fois la sommation de certains éléments répar- 
tis sur l’un des deux arcs MM' : on fera croître la coor- 
donnée |3 d’une manière continue, de M en M' pour 
l’arc MÛ'M' qui coupe la partie négative de l’axe des x, 
de M' en M pour l’arc M'AM qui coupe la partie positive 
du même axe^ ce qui exige que (3 ait ses valeurs comprises, 
entre zéro et 4 ^ dans le premier cas, entre — 2 et - 4 - air 
dans le second. 


§ CXXIV. 

TUBE SIMPLE A BASE OVOÏDE. 

Les paramètres lhermométriques a, /3, du. système cy- 

lindriiiue actuel étant suffisamment définis, on peut ap- 

5i. 


a-(<S LEÇONS 

pll(]uer direcleiuonl à co système les solutions générales 
de notre XI' leçon. Cette appliralion ii'ofrranl rien de 
nouveau, tant que les corps cylindriques ont des bases, dont 
les |)érimètrcs ne comprennent que des lemniscates simples 
ou fléchies, il suffira de citer ({uelques exemples, où ces 
périmètres comprennent des arcs appartenant, soit à la 
lemniscate radicale, soit à des lemniscates doubles. 

Exemple I. Le corps cylindrique est un tube indérini, 
dont la base est comprise entre la moitié de la lemniscate 
radicale, coupée en son point multiple, et fun des ovoïdes 
d’une lemniscate double. Si la paroi extérieure est à r.éro. 


Fi{» 

a = o 



et i[ue la paroi intérieure, au paramètre jKisitif a", soit 
entretenue à la température i, la formule 



donne les températures stationnaires de l’enveloppe; ses 
cylindres isothermes ont pour bases les ovoïdes aux para- 
mètres compris entre zéro et a"; les filets de chaleur sont 
les parties d'hyperboles aux paramètres j3 compris entre 
— et -t- 7f. Si les deux parois ont des températures fixes, 
différant d’une génératrice à une autre, la fonction V est 
donnée par la première série de la formule (i5), § Cil 
(les n’existant pas), on donne alors aux intégrales dé- 
finies des .v,<ï ’ les limites — r et -t-tr. 

On remarquera que les parois sont ici les moitiés des 
cylindres isothermes a = o, et a = a"; tandis que les for- 
mules employées ont été établies pour les cylindres entiers. 


Digitized by Google 


sin 1.F.S coonnoKNKES ci'iivii.ir.RF.s. etc. aac) 
Mais, en supposant d'aboixf le corps cjlindricpie complet, 
cl soumettant ses deux moitiés aux mêmes souices calori- 
fiques, la section faite ensuite par runi(|ue génératrice dont 
la trace est le point multiple, et la suppression d’une moi- 
tié, ne sauraient troubler l’étal ihcrmométri(|ue de l’autre 
moitié, que l’on peut consé(|ueinment traiter sépaiément. 


§ exxv. 

DOUBLE TUBE X P.\R01S (»\01DE.S. 


Exemple II. Le corps cylindrique est un double tube, 
dont la base est comprise, entre une lemniscate fléchie, et 
une lemniscate double. Si la paroi extérieure, au paramè- 


Fig. 4. 



tre négatif a' = — «' est à zéro, et que la double paroi in- 
térieure, au paramètre positif a", soit entretenue à la tem- 
pérature I, la formule 


donne les températures stationnaires de l’enveloppe ; les 
cylindres isothermes ont pour bases, les lemniscates flé- 
chies, la lemniscate radicale, et les lemniscates doubles, 
dont les paramètres « sont compris entre — a' et -f-a"; 
les filets de chaleur sont des parties d’hyperboles dont les 
paramètres embrassent toutes les valeurs de ji. Si les parois 
ont des températures fixes, différant d’une génératrice à 
une autre, la fonction V est encore donnée par la première 
série de la formule (i^i), § CII; les limites des intégrales 
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défiuics, (Inns les coefficients éiaiil, ou o el ou 

— ait et a TT. 

§ CXXVI. 

PRISMES A BASES DISœNTIMJES. 

Exemple III. La base du corps cylindrique u’est que le 
quart de la précédente, coupée par les droites CC' et sa 
perpendiculaire en O. Il s’agit d’un prisme à base discon- 
tinue, ayant cinq faces latérales. On a (3' = o, P" = ir (sur 
les deux faces planes formant l’angle dièdre droit en O), 
«' = — a', a" positif. La fonction V sera donnée par la 
formule (i5), §CII ; les limites des intégrales définies étant, 
o et it pour les — a' et -t-*'” pour les 

Si la base du corps cylindrique est la moitié de celle de 
l’exemple II, coupée seulement par la perpendiculaire en 
O à CC', il semble, au premier abord, que la formule citée 
est applicable, en prenant (3' = — it, [3" = -f- ir. Mais, le 
paramètre a ne variant, sur les faces planes (S' et/3'', qu’en- 
tre — a' et zéro, tandis que la masse solide comprend des 
points où cette coordonnée a des valeurs positives, on 
tombe dans l’incompatibilité signalét? au § CXVI, à moins 
que a" ne soit zéro, ou que l’ovoïde intérieur ne sent la 
moitié de la Icmniscate radicale. 


Fig. 5. 

O' — —a’ 



Exemple IF . Sur la base du double tube de l’exem- 
ple n, on mène par le point C deux courbes (3, l’une au- 
dessus de CC' et dont le paramètre csf ^ =^, l’autre au" 
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dessous et symétrique de la premièrej la base totale est di- 
visée par ces deux courbes Q, en deux parties, qu'il s'agit 
de traiter, chacune séparément quand on supprime l'autre. 



Fig. 6. 


La fonction V sera donnée par la formule (i5), § CII, dans 
les deux cas. Mais, s'il s'agit de la partie située à gauche, 
les limites des intégrales pour les seront /3' = i et 
/3" = 4^^ — et, s'il s’agit de la partie située à droite, ces 
limites seront |3' = — b, fi" = -^b. Quant aux limites des 
intégrales pour les elles seront *' = — <*' et a." posi- 
tif, pour les deux parties. 

On remarquera que le premier cas suppose essentielle- 
ment la connaissance des températures fixes, existant sur 
la moitié complète, et renfermée, du cylindre a", laquelle 
est vide. Si cette moitié était pleine et solide, l'autre moitié 
restant vide et tronquée, la formule citée ne serait plus 
applicable, et celle dont il faudrait alors se servir, est à 
trouver. 

$ CXXVII. 

PABAMÈTBE DIFFÉRE.NTIEL DU SYSTÈME. 

D’autres applications du système cylindrique des lemnis- 
cates, avec ses coordonnées thermométriques, exigeraient 
la connaissance de son double paramètre dilTérentiel du 
premier ordre, que l'on détermine ainsi qu’il suit. 

La première ( 2 ) et la seconde (3) donnent le couple 


a 3 a 

d’équations 


I.EÇOA5 


( 8 ) 


I (x>+ -t- c')> = c* e “ 4 - 4 c> X», 


retranchant la seconde de la première, observant que le 
premier membre de la différence est -t-4x’_y’), ré- 

duisant, puis extrayant la racine carrée, on a 


(9) o.xx = (^e “sinp, 

sans double signe : car le produit xy doit avoir le même 
signe que sin ( 3 , d’après l’ensemble des valeurs du para- 
mètre et le sens adopté des x ety positifs. Avec la va- 
leur (9) de a XJ, la seconde ( 3 ) devient 

( • O ) x’ — j’ = c’ ( I 4- <r — « cos P ) . 


Les équations (9) et (10), élevées au carré, puis ajoutées, 
donnent, en extrayant la racine, 


{■■) 


x’ -H j’ = c’a. 


lorsqu’on pose, pour simplifier. 


(la) 


yj t -h e ®“-t-ae “ cos P = X ; 


quantité qui est nulle à l’origine O dont les coordonnées 
thermométriques sont a = o, (5 = tt, et qui se réduit à 

g * 

a cos - sur la lemniscatc radicale, 
a 

Cette préparation faite, si l’on différentic les équa- 
tions (9) et (10) par rapport au paramètre a, on a les 
valeurs 

’ (^5; P’ 
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qui, élevées au carré, puis ajoutées, domieul facilement 




.-a« . 


ou bien, substituant à la première parenthèse sa valeur (i i), 
à la seconde la valeur 

A’ 


(. 3 ) 


h'~ ’ 


ce qui doune définitivement, pour le paramètre dilférenticl 
cherché, 


(■ 4 ) 


Ce paramètre différentiel est donc nul, avec X, à l’origine O. 
Ce qui devait être, puisque, pour le potentiel cylindrique 
particulier a (i), h est la résultante de deux attractions, 
qni sont égales et directement opposées pour la molécule 
placée en O. 

Le point, aux coordonnées x, y, étant situé sur le plan 
des bases, si r, r', R, représentent resjvectivement ses dis- 
tances aux points C, C', O, on aura, d’après (ii) et la 
première (i). 



r 


et la valeur (i4) prendra la forme caractéristique 

2R 


. 5 ) 


A = 


c’est-à-dire que le paramètre différentiel est égal au dou- 
ble de la distance à l’origine O, divisé par le produit des 
distances aux points C et C'. D’où il suit que la résultante 
des deux attractions varie, proportionnellement à la dis- 
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tance R sur une même lemniscate, en raison inverse de r 
sur un même cercle au rapport constant — , > de r' sur un 

même cercle au rapport constant— • 

§ CXXVIII. 

AIRE DE LA LEMNISCATE RADICALE. 

Si les coordonnées thermométriques, du système cylin- 
drique des lemniscates, sont celles qu’il faut employer, 
dans les questions de la théorie analytique de la chaleur, 
comme étant alors les plus naturelles et les plus simples, 
il n’en est plus de même lorsqu’on se propose d’étudier les 
propriétés géométriques d’une courbe individuelle apparte- 
nant au même système ; là, d’autres coordonnées sont évi- 
demment préférables. 

Par exemple, s’il s’agit d'évaluer la surface de l’un des 
ovoïdes de la lemniscate radicale (4), on l’obtient rapide- 
ment à l’aide des coordonnées polaires, car les formules 

x=rcosy, jr = 
transformant ainsi l’équation (4) 

r* = a c’ cos aif, 
la surface cherchée est 



c’est-à-dire qu’elle équivaut au carré construit sur la lar- 
geur c, et dont la diagonale donne le demi-axe de la courbe. 
Tandis qu’avec les coordonnées thermométriques « et 
l’élément de surface étant 


dsds , 


c/grfp _ e ’ 

A’ 4 * 
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d'après la relation (i3), il faudra intégrer cet élément, de 
|3=oà(3 = 7r, de* = oàa = oo j opération beaucoup 
plus pénible que la précédente. 

Toutefois l’identité des résultats exigeant que l’on ait 



voilà une intégrale définie double dont la valeur, qui est 
exacte, se trouve immédiatement posée. Cette évaluation 
synthétique d'intégrales définies simples ou doubles, sc 
reproduisant pour tous les systèmes connus de surfaces 
isothermes, paraît constituer un avantage inhérent à 
l’emploi des coordonnées curvilignes, et qu'il importait de 
signaler. 

Les deux systèmes, étudiés dans cette leçon et la précé- 
dente, signalent plusieurs lois, qui régissent les limites et 
les signes des coordonnées thermométriques (i), § XCIX. 
En résumé, voici les conséquences principales de ces lois. 
Pour un système cylindrique, isotherme et quelconque, 
toutes les valeurs du potentiel angulaire |3, sont comprises : 
soit entre zéro et un certain multiple ait:, de la circonfé- 
rence atr; soit entre — i7t et Suivant la question 

que l’on traite, il faut adopter l’un ou l’autre de ces deux 
classements. 

S’il s’agit, par exemple, d’appliquer les séries (i5) et (i8) 
de la XI' leçon, à un prisme rectangle, curviligne et indé- 
fini, dont les faces appartiennent au système considéré, les 
sommations nécessaires pour évaluer les coefficients 
tii)'*’, déterminent le classement essentiel. Alors les séries 
citées donnent les températures stationnaires, pour les 
seuls points dont les deux eoordonnées, * et /3, appartien- 
nent, chacune, à une des génératrices de la surface ^ c’est- 
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à-(lirc, ou les températures des seuls points intérieurs au 
prisme rectangle curviligne, ou exclusivement celles des 
points extérieurs. 

Pour établir ces propositions, nous avons choisi le sys- 
tème cylindrique bi-circulaire, et celui des lemniscates, 
comme étant ceux qui s’offrent le plus naturellement aux 
applications. Or, ils sout aussi les plus simples parmi les 
nouveaux. En effet, sur la liste des systèmes orthogonaux 
formés par des lignes planes, le premier est c(dui des coor- 
données rectilignes, qui comprend deux familles de droites 
parallèles 5 le second, celui des coordonnées polaires, qui 
réunit une famille de droites divergentes, avec une famille 
♦le cercles concentriques; immédiatement après, vient le 
système défini dans la XII* leçon, lequel comprend deux 
familles de cercles ; et le système étudié dans la leçon ac- 
tuelle, est inséparable du précédent, dans la classe des po- 
tentiels cylindriques. Il y a lieu de s’étonner que le troisième 
système n’ait pas été introduit plus tôt; puisqu’il su0isait de 
rapprocher les deux seuls lieux géométriques du Cours le 
plus élémentaire. 
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QUATORZIÈME LEÇON. 

SYSTÈMES ORTHOGONAUX TRANSFORMÉS. 


Surfoc<*s orthogonnlcA transformocB. — Transformation conique par rayons 
vecteur» réciproque». — Application au problème des tempér.'iturcs station- 
naires. — Transformation cylindrique. — .\pplicalion aux systèmes cylin- 
driques isothermes. 


§ CXXIX. 

N0UVF.1XKS FORMUI.RS. 

Le svslètnc (le eoordoimées curvilignes, délini par les 
é(|uations 

( a) { /. z) =p,. . . 3, 

du § IV, peut l’èlrc aussi par trois équations de la forme 

(b) U — (p, p., pi). • . 3, 

desquelles on pourrait déduire les é«|uations (a) elles- 
mêmes, ou celles des surfaces orthogonales conjuguées, en 
isolant suecessivement les p, à l’aide de l'élimination. 11 est 
évident que les trois familles de surfaces, qui résultent de 
cette opération, dépendent des fonctions .î„, ou qu’elles 
changent avec ces fonctions, puisque le système résultant (a) 
change avec les fonctions f, . 

Si l’on exprime les dérivées des p,- en n, par celles des u 
en p,, .T l’aide des relations (8), § Mil, les formules (a) 
et (4), § VI, se transforment ainsi : 


(0 

SÆ)’=i- 


C „ T . 

(’•) 

0(/p, (/p;“ ■■ ’ 
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les premières définissent d’une autre manière les fonc- 
tions hi, les secondes expriment encore l’orthogonalité des 
surfaces conjuguées. 

Ainsi, lorsqu’on est arrivé à des valeurs (b), donnant 
les U à l’aide des p,-, si l’on constate que les relations (2) 
sont vérifiées, on doit conclure que les surfaces ayant 
les Pi pour paramètres, et dont les équations (a) s’obtien- 
draient par l’élimination, se coupent orthogonalemcnt. La 
formule (i) donne alors les fonctions /i^, desquelles on peut 
déduire les courbures, les paramètres différentiels du se- 
cond ordre, tous les éléments géométriques et analytiques 
du système obtenu. 


$ exxx. 


TRANSFORMATION PAR RAYONS VECTEURS RÉaPROQUES. 


On trouve un emploi remarquable de cette marche et de 
ces règles, lorsqu’on applique la transformation par rayons 
vecteurs réciproques, aux fonctions-de-point et à leurs 
systèmes coordonnés, comme plusieurs géomètres l’ont fait 
aux surfaces et aux courbes. 

Pour transformer, ou plutôt transposer, un point quel- 
conque M : sur le rayon vecteur R, qui mesure sa distance 
à l’origine O, on prend un point M', tel que son rayon 

vecteur R' soit égal à - ; c étant une longueur qui reste la 


même pour toutes les transpositions. Alors, les rapports 


des coordonnées 1/ de M' à celles u de M, seront égaux à 
R' , c’ ,, , 

Y’ ® r"»’ 


(b') 


/ ** O 

U = — U. . , 3 . 

R* 


Cela posé, supposons que les u soient exprimés en p, par 
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des valeurs données (b), c[ui défliiisscnl un premier sys- 
tème de surfaces. Ces valeurs étant substituées dans ces se- 
conds membres des (b'), où 

(3) R* = S«% 

ces II', maintenant exprimés en p,, définiront un second 
système de surfaces. 11 s’agit de reconnaître à quelles condi- 
tions ces nouvelle.s surfaces seront orthogonales. 

$ CXXXI. 

ORTHOGONALITÉ DU SYSTÈME TRANSFORMÉ. 

La formule (b'), dilférentiée successivement par rapport 
à Pi, et à pj, donne 

I du' I du 2u dK 

c' rfp, R’ dpi R* dpi ’ 

I du' i du 2 U dR 

c' dpj R’ dpj R' dpj' 

et, remarquant que, d’après l'équation (3), on a 

(5) ^ ttdu = RrfR, 

quelle que soit la variable indépendante par rapport à la- 
quelle on différentie, on reconnaît facilement que la somma- 

tiou ^ du produit des deux valeurs (4) conduit à 

' C! r O rfu 

^ ~ Iv 

comme si les seconds membres de ces valeurs se réduisaient 
à leurs premiers termes. (En cH'et , le produit des deux 
derniers termes de ces seconds membres donnerait à la 
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■^R< dp, dp' 

et, d’après (5), les deux autres parties, complétant le pro- 
duit total, donneraient, réunies et sommées, la même quan- 
tité avec un signe contraire. ) 

Maintenant, pour que le second système, celui des 
u'(b'), soit orthogonal, il faut que 


S du' du' 

dZ,Tp~°--‘ • 


ou, d'après les relations (6), que 


S du du 
àpi dpj 


C’est-à-dire qu’il faut, et qu’il suffit, que le premier sys- 
tème, celui des u (b), soit lui-même orthogonal. 

Ainsi tout système orthogonal, auquel on appliquera la 
transformation par rayons vecteurs réciproques, donnera un 
second système pareillement orthogonal. Et, dans cette 
transformation générale, chaque surface pi , chaque arc i. 
ou chaque ligne de courbure, du premier système, don- 
nera une surface p,, un arc j. ou une ligne de courbure, du 
second. 

D’après la marche suivie pour l’obtenir, il est évident que 
la relation (6) s’étend aux cas où les indices i cl j sont 
égaux. Si donc on désigne par h\ les paramètres différen- 
tiels du premier ordre des p,-, dans le système u' (b'), la re- 
lation (6), rapprochée de la formule (i) donnera 

(7) a; = ^ ''.••• 3. 

Si a' représente le produit des trois h',, comme o celui 
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des trois h,, on aura 


( 8 ) 


h'] 


— ^ 

R’ O 


3 . 


Puis, en accentuant le symbole A, pour désigner les para- 
mètres diflerentiels du second ordre dans le système (b'), 
la formule (39) du§XI\’ donnera 


(9) 


c’ 4 ,p, 2C* dR h' ^ 

a' R’ CT R’ dfi CT 


§ CXXXII. 

REUTIÜN ENTRE LES A,. 

Si CCS valeurs (9) n’offrent rien de remarquable, il en 
est autrement du paramètre différentiel du second ordre 
d'une fonction-de-point rapportée au nouveau système : la 
nature de la fonction R*, qui entre en dénominateur dans 
les valeurs (8), conduit à un théorème important, qui 
donne ce nouveau paramètre diflércntiel du second ordre 
par une formule très-simple. 

Une fonction-de-point F étant exprimée dans le système 
II' (b'), son paramètre différentiel du second ordre aura pour 
expression 

Ta' d p, 

rfp, ’ 

conformément à la valeur générale (a8) du § XIV. Substi- 
tuant les valeurs (8), et posant 

(II) R'=\, 

l'équation (10) prendra la forme suivante : 

d ' ^ 

^ CT rfp, 



d 

Oo) â',F=o' 2 - 
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Maiiilcnaiil, si l'oii (li-signo par f le quutioiit de la l’onc- 
lioii F par 4=5 ou si l’on pose 

V* 


(■ 3 .) 



l’équalioii (la), iiiulliplicc par c, se transforme ainsi 


(■ 4 ) 


I //’ df v”* 

A, f > a rla, 

r’ ti p,- * 


et il s’agit de développer le second membre. 

Remplaçant, momentanément, — par p , et p, par æ, 
on a 

it rff I d( f rfîk 

= — J — — ~ y- — I 

I. (ta. , ; (la . , (ta 
À 2 A 


et, quand ou diflérentie de nouveau cette expression par 
rapport à a, il arrive, dans le sciond membre, que la ditlé- 

reutiation du facteur appartenant au premier terme, 
X' 

est détruite par celle du facteur f, appartenant au second 5 
circonstance importante, d’où résulte 


\ fioL 
fix 


,n 

v'A 




Restituant, dans ce développement, à p et « leurs valeurs, 
faisant la sommation enfui ayant égard aux expressions 
générales des A, et des (A,)* du § XIV, on met l’équa- 
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lion (i4) sous la foriiic 


(i5) 


I A,f f 


2> A,X 


3(A,X)>]. 


Or, la parenthèse du second membre esl nulle d’elle-même, 
d’après la nature de la fonction X, car on a 




— 

rfn* 


2; 


(A,X)> = 4X, A,X = 6; 
2i A, X = 3(A,X)’= I2X. 


Le second membre de l’équation (i5) se réduit donc à son 
premier ternie; remplaçant, au premier membre 
par cF (i3), au second par R (i i), et rappelant que 



d’après les valeurs (y), on a simplement 

(i6) A',F=(^y.A,f; 

où, d'après la relation posée (i3), la fonction f est liée à F 
par la proportion 


(.7) ^ = 

L’interprétaliou de ce résultat exige quebjues réflexions. 
Au point de vue purement analytique, F et f ne sont que 
deux fonctions des trois mêmes variables p, ; mais, en les 
considérant comme des foiictions-de-point, ou comme assi- 
gnant à chaque point la valeur d’une certaine quantité (§1), 
elles ont des origines essentiellement difl'érentes. La pre- 
mière, F, a été introduite dans le système n'(b') ; si donc 

16. 
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on (loniic des valours particulières aux f.,, dans sou expres- 
sion à l’aide de ces variables, le nombre résultant assignera 
la rpianlité F eorrcspondanlc au point M', dont les coor- 
données II' sc déduiraient de la substitution de ces mêmes 
valeurs particulières dans les relations (b'). 

La seconde, f, devient une fonction-de-point, né<'essai- 
rement exprimée dans le système it (b), quand on,rcmplace, 
lors de la formation de ré<|uation ( 1 5 ), 


rl( 

H j- 

V n <1 p, 

— . — par 

^ (loi ' 




D'ailleurs, dans le second membre de celte équation (i5), 
l'association des fonctions f et X entraîne l’unité de leur 
système, et X appartient essentiellement au primitif. Si donc 
on donne des valeurs particulières aux p„ dans l'expression 
de f à l’aide de ces variables, le nombre résultant assignera 
la quantité f correspondante au point M, dont les coordon- 
nées U se déduiraient de la substitution de ces mêmes va- 
leurs particulières dans les relations (b). 

En un mot, considérées comme des foiictions-dc-point, 
f appartient au système primitif, F au système transformé. 
Ainsi, de même que les équations originelles (b ) donnent 
les coordonnées de M^, à l'aide de celles de M, de même les 
équations finales, (i3) et (i6), donnent certaines quantités 
appartenant au point M', à l’aide d’autres quantités appar- 
tenant au point M. 

On conçoit, d’ailleurs, que toute fonction Æ des p, pour- 
rait être exprimée de deux manières différentes ; i” par 
les d', en éliminant les paramètres à l'aide des équations (b'), 
première expression d’où l’on déduirait 



2 ° par les m, en éliminant les paramètres à l’aide des équa- 
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lions (11), seconde expression d'où l'on dédiiirnit 


J C> ^ 


^ 4 ''» 


Si l’on suppose que ees deux modes soient respeetivement 
appliqués aux deux membres de l’équation (i6j, elle de- 
\iendra 


( 1 6 bis ) 


S 'd’V _ Q 


</«’ ’ 


en remplaçant f par sa valeur (17). Or les m' sont donnés 
en fonctions des u par les relations posées (b'); on peut 
donc vérifier l’équation (16 bis), en se servant des procédés 
du calcul dilférentiel, relatifs au changement des variables 
indépendantes. Cette vérification bannit tout doute, et sa 
longueur inévitable fait ressortir tout l’avantage de la mé- 
thode précédente, fondée sur l’emploi des coordonnées cur- 
vilignes. 

§ CXXXllI. 

APPLICATION AUX TEMPÉRATURES STATIONNAIRES. 

L’importance de la formtile (16) ne le cède pas à sa sim- 
plicité. Pour faire comprendre, par un exemple, quelle est 
son utilité générale, prenons un des problèmes principaux 
de la théorie analytique de la chaleur; celui qui consiste à 
déterminer la température stationnaire, V, des points d'une 
enveloppe solide homogène, dont les deux parois sont sou- 
mises à des températures fixes et connues, diirérentes d’un 
point à un autre de ces parois. 

Supposons que ce problème d'intégration ait été résolu 
pour une première enveloppe, dont les parois sont deux sur- 
l^ces P du système orthogonal défini par les valeurs u (b) ; 
nous allons montrer, <|u'il résulte de la formule (16) que le 
même problème se trouvera résolu, pour une seconde enve- 
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loppe, dont les parois seraient deux des surfaces p, appar- 
tenant au système défini par les valeurs u' (b'). 

En effet, dans le cas de la première enveloppe, on avait à 
déterminer une fonction V, exprimée dans le système u (b), 
vérifiant l’équation 

(i8) A,V = o, 


et qui, pour les valeurs p = «, p = fi, correspondantes aux 
deux parois, reproduisit leurs températures fixes, données 
par les équations, dites à la surface 


(*9) 


I V. = fjp., p.), 
( ^,î =f^(P'> p')i 


et tel est le problème d'analyse que nous supposons résolu. 

Dans le cas de la seconde enveloppe, il faut déterminer 
une fonction V', exprimée dans le système u' (b'), vérifiant 
l’équation 


( 20 ) 


A',V' = 0, 


et qui, pour les valeurs p = «, p = j3, correspondantes aux 
deux nouvelles parois (lesquelles sont les transformées par 
rayons vecteurs réciproques des anciennes), reproduise leurs 
températures fixes, données par les équations 

, . j n = F„(p,, pO, 

( V'^ = F^(p., p,). 

Pour résoudre ce nouveau problème, posons 


(22) 



relation dans laquelh 


R = \ZS"' 


est exprime en p, a 
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l’aido des valeurs u (b) ; ou aura, d'après la foriiiiile (ib), 
(23) i’.v'= 

la fonction W étant exprimée, comme R, dans le système 
primitif u (b) ; et puisque le premier membre de (a 3 ) doit 
être nul, d’après (20), il faudra que la fonction W vérifie 
l’équation 

(? 4 ) A,W=o, 

et que, pour les valeurs p = a, p =j 3 , correspondantes aux 
parois, redevenues les anciennes, elle donne 



valeurs qui se déduisent des équations (21), d'après la rela- 
tion (22)5 Ro,, RyS, désignant ce que devient la fonction R 
des p,, quand on y fait p = a, p = ( 3 . 

Actuellement, le problème de la détermination de W est 
le même que celui dont, par hypothèse, on possède la solu- 
tion. On aura donc W en substituant, dans l’expression 
trouvée pour V, 


(26) 


S cF, (p, , p,) 

K 

'•Fyj(p., P.) 


“ (p> » 

» fplpi) 


P’)> 

P.)- 


F.t, la fonction W étant 'connue, la relation (22) don- 
nera V'. 
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§ CXXXIV. 

RELATION DES SOLUTIONS. 

En résumé, les fonctions-de-point W et V', qui expriment 
les températures stationnaires, la première dans IVnvcloppe 
primitive, la seconde dans l’enveloppe résultant de la trans- 
formation par rayons vecteurs réciproques, sont liées, pour 
deux points correspondants (M, M'), par la proportion 

(27) w:V'=c:R, 

Si les parois de la seconde enveloppe sont les transformées 
des parois de la première, et Si les températures Qxes et 
données, de part et d’autre, sur ces parois, sont liées par 
la même proportion (27); cc qu’expriment les substitu- 
tions (26]. (Il importe de remarquer que, dans cette cor- 
respondance, la paroi extérieure de la première enveloppe 
a pour transformée la paroi intérieure de la seconde, et 
récipro<]uemcnt ; ce qui résulte évidemment de la relation 
RR'=c’, base de la transformation.) 

On voit clairement, par le résumé qui précède, comment 
la solution du second problème se trouve ramenée à celle 
du premier. Ainsi, lorsqu’on sera parvenu à résoudre le 
problème général, énoncé au § CXXXIII, pour une enve- 
loppe solide, limitée par deux surfaces, appartenant à l’une 
des trois familles conjuguées d'un système orthogonal nou- 
veau ; on aura immédiatement la solution du même pro- 
blème, })our une infinité d’autres enveloppes, résultant de 
la première, transformée par rayons vecteurs réciproques ; 
soit en plaçant successivement l’origine O dans tontes h's 
positions admissibles; soit en donnant à la longueur cons- 
tante c toutes les grandeurs finies. 

Quand on considère le lrès-]>etil nombre de corps que 
Von savait traitei', il y a peu d’années, dans la théorie ana- 
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lytique de la chaleur, on est émerveillé de la puissance de 
généralisation du nouvel instrument, que nous venons 
d’indiquer. Gloire en soit rendue aux géomètres qui l’ont 
inauguré et cultivé. On peut voir d’autres détails relatifs k 
son emploi, dans plusieurs travaux importants de M. Thom- 
son, et de M. Liouville, surtout dans les mémorables Lettres 
de ce dernier à M. Blanchet. 


$ cxxxv. 


TRANSFORMATION CYLINDRIQUE. 

On arrive à des conséquences non moins remarquables 
que les précédentes, lorsqu'on applique à des systèmes 
orthogonaux de courbes planes, ou aux cylindres qui ont 
ces courbes pour bases, un autre mode de transformation 
par rayons vecteurs réciproques. Dans ce second mode, le 
rayon vecteur d’un point M est sa distance à une droite 
constante, et non à un point fixe comme dans le premier. 
On peut indiquer la différence de ces deux transformations, 
en appielant l’une conique, et l’autre cylindrique. La dis- 
tinction est analogue à celle qui se présente en mécanique, 
quand on eoiisidère le moment d’une force, soit par rap- 
port à un point, soit par rapport à une droite. 

Tout système de courbes planes orthogonales peut être 
représenté par des équations de la forme 


(28) 


•>^= f(“» P), 
.r = f.(a, P), 


dans lesquelles a et (3 sont les paramètres des deux familles, 
et qui vérifient la relation 


f^-9) 


fijr. dx dy dy 


exprimant l’orthogonalité. Les paramètres différentiels du 
premier ordre h et A, de aret (3, .sont donnés par les 
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formules 



Le paraméti e dilférenlicl du second ordre d’une fonction -» 
quelconque de (a, (5), et qui est indépendante de la coor- 
donnée rectiligne z, a pour expression 


(3i) 


S,.f=AA, 



puisque le paramètre didérenliel du premier ordre /», de z 
est égal à l’unité. 

Dans la transformation dont il s’agit, désignant encore 
par R et R' les nouveaux rayons vecteurs, de même direc- 
tion, des deux points M et M', on établit entre eux la rela- 
tion constante 


(3a) RR' = c% 

et (x, }') étant les coordonnées de M, (x', y') celles de M', 
on a 

i R> = R” = x'’ -t- j", 

(33) I 

' X ~ r “ R ~ R’’ 

ce qui donne, pour les formules de la transformation. 


(34) 



^ X r’.r 

^ r*’ 

RI x’ ’ 


Après la substitution des valeurs (a8), les relations (34) 
représentent, en (a, (3), le système <lcs courbes transfor- 
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mées. En suivant absolument la môme marche qu’au 
§ CXXXI, on constate : i” que les fonctions (a/, /) véri- 
fient la relation 

dx’ dx' dy' dy' 

~di d^ d^ 7^ 

ce qui démontre l’orthogonalité des nouvelles courbes; 
2 ° que les paramètres différentiels du premier ordre, //, h \ , 
du second système (34)» sont liés à ceux, h, A,, du pre- 
mier ( 28 ), par les proportions 

— — ^ 
h h , c’ 




§ CXXXVI. 


HAPPORT DES A,, 


Or le paramètre diflerentiel du second ordre de la fouc- 
lion J de (a, (3), pris relativement au système (34)> ayant 
pour expression générale 


(37) 






deviendra, par la substitution des valeurs (36) des /i', A',, 


V i 



. hh, 


/ ^ h d7f 

r-h.T. 

\ doi 



OU, plus simplement, d’après (3i), 


(38) = 

relation remarquable, analogue à celle (16) du § CXXXll, 
mais qui en diffère, en ce qu’ici les et Ai appartiennent 
à la même fonction. Cette relation (38), qui n’est autre 


LF.ÇO^S 


25a 

que eclle-ri 


(38 bit) 


d'^ ti'i _ R* id-'i 

(ly’ (•* \ rf.r’ dy'‘ ) ’ 


SC vérifie par le calcul différentiel ordinaire, à l’aide des 
équations (34), qui donnent les nouvelles variables 
en fonction des anciennes (ar, y). 

On déduit du rapproebement des relations (33), (36), 
(38), la suite de rapports égaux 


(3g) 


ù!J _h’’ _ h”, _ X' _ y 
A,.f ~ A’ ~ h\ ~ x'‘~ y' 


De là résulte que les carrés des paramètres diffénüitiels 
du premier ordre de la fonction ÿ dans les deux systèmes, 
ou les expressions 


(A'. j)>= A" 
(a, = A’ 



seront encore dans le même rapport général. On a donc 


( 4 “) 


à! J _ 

(A’. . f P - (A, .-?)>• 


Si la fonction .f est telle que la seconde fraction ne varie 
qu’avec S, il en sera de même de la première. C’est-à-dire, 
d’après le § XX, que si la famille des cylindres, au para- 
mètre .T, est isotherme dans le système primitif, la famille 
de ces cylindres transformés le sera pareillement. Ce théo- 
rème général comprend évidemment les théorèmes parti- 
culiers qui vont suivre, mais riuipoilance de ces derniers 
exige leur démonstruiioii directe et spéciale. 
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§ CXXXVII. 

CAS DES CYLINDRES ISOTHERMES. 


Si, dans le premier système, les paramètres («, (i) véri- 
fieul le groupe d'équations aux difliérenccs partielles ( 22 ), 
§ CVII, ce premier système est isotherme, et de plus /i,= A. 
Alors les proportions (36) donnent /i',= A', et puisque l’é- 
quation (35) est vérifiée, le second système est pareillement 
isotherme, d'après le théorème établi au § CVIII. Ainsi le 
second mode de transformation par rayons vecteurs réci- 
proques, appliqué à un système cylindrique orthogonal et 
isotherme, donne un second système cylindrique, qui est, 
non-sçulement orthogonal, mais encore isotherme, tout 
comme le premier. 

On arrive d’une autre manière à cette dernière consé- 
quence, en partant de l’équation 

P -t- a = F ( JT -H/ , 

qui représente, à elle seule, un système cylindrique, ortho- 
gonal, isotherme, et quelconque (§CVII). Car, en y rem- 
plaçant X et par ^ ® 



et cette nouvelle équation représente le système cylindri- 
que transformé. Or, son second membre donne identique- 
ment 


II 

rfr' 


rfF , 


= 0, 


et la substitution du premier membre, dans cette identité. 
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rfa _ rfp 
dx' ~ 2/ ’ 
da 

dÿ~~ 21' ' 

d’où l’on déduit rorihogoualité cl l’isolhermie du nouveau 
système, ainsi que régalilé de ses deux paramètres didéreii- 
liels du premier ordre. 

§ CXXXVIII. 

IDENTITÉ DES SOLUTKINS. 

Mais, il y a plus : si l’on a résolu, sur une enveloppe 
cylindrique indéfinie, formée par le premier système, les 
problèmes généraux de notre XI' leçon, les mêmes for- 
mules résoudront les mêmes problèmes, sur l’enveloppe 
eorrespondanle formée par le second système. Et cela, sans 
aucune modification, ni dans les paramètres thermométri- 
ques employés, ni dans leurs limites, ni dans les fonctions 
soumises aux intégrations définies ; Si les parois cylindri- 
ques de la seconde enveloppe sont les transformées des pa- 
rois de la première, et Si chaque température, fixe et don- 
née, est la même pour deux génératrices réciproques l’une 
de l’autre. 

Ce qui résulte, évidemment, de ce que la température 
stationnaire, \ , exprimée en (a, (3), aura, comme la fonc- 
tion (38), son A', nul en même temps que son Ai ; et de 
ce que les équations à la surface seront identiquement les 
mêmes dans les deux cas, puisque deux génératrices, réci- 
proques fune de rauirc, ont les mêmes coordonnées curvi- 
lignes (a, ^). 

11 importe encore de remarquer ici, <|uc la paroi inté- 
rieure du système primitif, correspond à la paroi extérieure 
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conduit au groupe 
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du sysicnie Iraiisfoi'iiié , et rétipi'üijuemeni. S’il n’existe 
qu'une seule paroi cylindrique dans le premier système, 
il n’en existera qu’une dans le second ; mais alors, l’uni- 
que formule, qui donnera les températures stationnaires 
des points intérieurs au premier cylindre, donnera au con- 
traire celles des points extérieurs au second cylindre. C’est- 
à-dire qu’elle résoudra le problème posé, pour une colonne 
prismatique solide , dans le premier cas, et pour un canal 
cylindrique traversant une masse sididc indéfinie, dans le 
second; ou, inversement. 


En résumé, les transformations, conique et cylindrique, 
par rayons vecteurs réciproques, donneront une infinité de 
systèmes orthogonaux secondaires, pour lesquels le problème 
de l’équilibre des températures se trouvera résolu, s’il l’est 
pour le système primitif, qui leur transmettra sa solutiou. 
Là, cette transmission est essentielle et générale, tandis 
qu’elle ne se présente ((u’exceptionnellement, dans les sys- 
tèmes obtenus par des transformations d’une autre nature. 

Par exemple, si les trajectoires, qui servent de bases aux 
cylindres isothermes des leçons précédentes, tournent au- 
tour d’un axe situé dans leur plan , il en résulte une famille 
de plans méridiens, et deux familles orthogonales de sur- 
faces de révolution. De cette manière, le système des coor- 
données polaires conduit à celui des coordonnées sphéri- 
ques; les courbes homofocales du § CMII, engendrent les 
systèmes des ellipsoïdes planétaires et ovaires; et ces sys- 
tèmes transformés sont triplement isothermes, comme les 
primitifs. Mais, pour tout autre cas, les plans méridiens 
sont seuls isothermes. 

Ainsi, le système bi-circulaire, donnera une famille de 
tores, et une famille de sphères ayant un cercle commun, 
s’il tourne autourdeson axe radical ; il engendrera une autre 
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famiile de tores se pénétrant suivant deux mêmes ombilics, 
et une famille de sphères excentriques isolées, s’il tourne 
autour de son axe central ; mais, dans ces systèmes trans- 
formés, les surfaces de révolution ne seront pas isothermes. 
Et il en sera de même des tores, à section méridienne ovoïde, 
engendrés par la rotation des lemniscates. Forcés de nous 
limiter, nous avons supprimé l’étude de ces systèmes, ina- 
bordables pour les températures, bien qu’elle conduisit à des 
propriétés géométriques importantes, et qu’elle pût même 
venir en aide, pour une autre branche de la physique mathé- 
matique. 
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QUINZIÈME LEÇON. 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES DE L’ÉLASTICITÉ. 


Rappel des équations et des lois de réquilibrc d'élasticité des corps solides 
homogènes. » Transformation des équations générales en coordonnées 
curTilignes. — Définition et loi d'un système isostatique. 


§ CXXXIX. 

RAPPEL DES ÉQUATIONS DE L ÉLASTICITÉ. 

Les leçons qui vont suivre ont pour objet principal, 
d’appliquer les coordonnées curvilignes, à la théorie ma- 
thématique de l’élasticité. Cette application est réellement • 
la plus naturelle, car les lois qui régissent l’équilibre inté- 
rieur d’un corps solide, conduisent à la considération de 
trois familles de surfaces orthogonales; et tout porte à pen- 
ser que l'on parviendra à exprimer les lois dont il s’agit, 
et toutes leurs conséquences pratiques, en employant ex- 
clusivement les courbures des surfaces conjuguées, celles de 
leurs arcs normaux, et les variations suivant ces arcs 
mêmes ; de telle sorte que la représentation géométrique 
accompagnera constamment l’expression analytique. 

Les formules de la théorie de l’élasticité, exprimées en 
coordonnées rectilignes, sont aujourd'hui presque aussi 
connues que celles de notre première feuille A ; il suffira 
donc de les rappeler, succinctement, en indiquant leurs 
origines, leurs liaisons, et les théorèmes qui en découlent. 
Ces formules sont toutes groupées par la feuille C. 

'7 
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Feuille C. 
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Dans la Jcscriplioii rapide qui va suivi-e, l'astéiisciue ('*'), 
placé à la (in d'une proposition, sinipleinenl énoncée, in- 
dique la nécessité de développer cette proposition. Afin de 
ne pas retarder l’objet principal ci-dessus défini , nous 
avons réuni tous les dévelopj)eincnts réclamés par le signe 
précédent, pour les exposer, avec les détails nécessaires, 
dans notre XX' et dernière leçon. 

La première ea.se du tableau I de la feuille C, contient 
les équations généralesdc l’équilibre d’élasticité d’un milieu 
solide homogène, dont la densité est â ; (Xq, Yo, Zq) sont les 
comjwsantes, parallèles aux axes rectilignes des (x,y, z), 
de la résultante des forces extérieures, rapportée à l’unité 
de masse; les fonctions-de-point (X,, T,) sont les compo- 
santes des forces élastiques, rapportées à l’unité de surface, 
qui sont exercées, en un même point M, sur trois éléments- 
plans perpendiculaires aux coordonnées', les N, .sont les 
composantes normales, les T, les composantes tangentielles. 
Ces équations sont déduites de l’équilibre du parallélipi- 
pède élémentaire; des six relations nécessaires pour éta- 
blir cet équilibre, celles, dites des moments, expriment la 
dualité de chaque T., et les trois autres donnent les équa- 
tions posées. 

§ CXL. 

LOI DES COMPOSANTES RÉCIPROQUES. 

La seconde case du tableau I, donne les valeurs des com- 
posantes (X, Y, Z) de la force élastique, rapportée à l’unité 
de surface, qui s’exerce sur un élément-plan ir, dont la 
normale fait avec les axes des angles aux cosinus (m, n, p). 
Ces valeurs sont déduites de l’équilibre du tétraèdre élé- 
mentaire, ayant trois faces perpendiculaires aux coordon- 
nées, et la quatrième parallèle à u. Elles établissent ce pre- 
mier théorème ; Si E et E' représentent, respectivement, 
les forces élastiques exercées en M, sur deux éléments- 
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plans O et a', dont les normales sont L et L', la compo- 
sante ou la projection de E sur L', est égale à la projection 
■de E' sur L. 

Les composantes, soit (N,, T,), soit (X, Y, Z), relatives 
à un élément-plan, coupant en M le milieu solide, sont 
celles de la force élastique exercée, par la partie (du milieu 
coupé) la plus éloignée de l’origine O des coordonnées, sur 
la partie qui en est la plus voisine; les composantes de la 
force élastique que la seconde partie exerce sur la première, 
ont les mêmes valeurs absolues, mais avec des signes con- 
traires. La force élastique, exercée sur un élément- plan, et 
faisant un angle e avec la normale à cet élément, s’appelle 
traction si e est aigu, pression si cet angle est obtus, yôrce 
tangcntielle ou de glissement s’il est droit. 

S CXLI. 

LOI DE L’ELLIPSOÏDE D’ÉLASTICITÉ. 

Le tableau II définit les cosinus (m,, p,) des angles 

que de nouveaux axes rectilignes z') font avec les 

anciens, et les composantes (N', T^) des forces élastiques 
exercées sur les éléments-plans perpendiculaires aux nou- 
velles coordonnées. Le tableau III donne les valeurs des 
(N' , ), en fonction des (N,, T,) et des cosinus (m,, //,, p,); 

i est, ici, l’un quelconque des trois indices (i, 2 , 3), / et A 
sont les deux autres. Ces valeurs se déduisent du groupe I, 
seconde case, ou du premier théorème énoncé. Elles éta- 
blissent les propositions suivantes. 

Si, sur la direction de la force élastique E, qui sollicite 
en M chaque élément- plan, on prend une longueur propor- 
tionnelle à E, les extrémités de toutes les lignes ainsi prises, 
sont situées sur la surface d’un ellipsoïde c, dont le centre 
est en M. Soit désignée, par une surfai e du second ordre, 
concentrique à l’ellipsonle piécédent, ayant ses axes dans 
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les mêmes directions, et de grandeurs proporlioiiiielles aux 
racines carrées de ceux de C; pour connaître l'élément- 
plan U, sur lequel s’exerce la force élastique représentée 
par un diamètre D de l’ellipsoïde C, il suflira de mener un 
plan tangent à la surface a au point où D la rencontre, et 
CT sera parallèle à ce plan tangent. 

Lorsque les forces élastiques, qui s’exercent en M, sont 
toutes, ou des tractions, ou des pressions, la surface a est 
un second ellipsoïde. Lorsque ces forces élastiques sont, 
des tractions pour une partie des éléments-plans passant 
en M, des. pressions pour les autres, la surface a se compose 
de deux hyperboloïdes conjugués, l’un à une nappe, l’autre 
à deux nappes, ayant un même cône assymptote; alors, les 
diamètres de l’ellipsoïde C, qui sont couchés sur ce cône, 
représentent des forces tangentielles ou de glissement. 

De ces propositions résulte le corollaire suivant : En cha- 
que point M d’un solide homogène, en équilibre d’élasti- 
cité, il existe toujours trois éléments-plans, perpendicu- 
laires entre eux, qui sont sollicités normalement, ou pour 
lesquels les composantes tangentielles sont milles. Les forces 
élastiques normales à ces éléments, déterminent les axes 
de l’ellipsoïde C, et sont appelées principales. Le tableau IV 
reproduit l’équation du 3° degré, qui donne, par ses ra- 
cines A, les forces élastiques principales en M, quand les 
six fonctions-de-point (N,, T,) sont connues. Suivant que 
les trois racines ont toutes le même signe (-{- pour les 
tractions, — pour les pressions), ou ont des signes contrai- 
res, la surface 9 est un ellipsoïde, ou le couple de deux 
hyperboloïdes conjugués. Lorsque les trois forces élastiques 
principales en M sont numériquement évaluées, on obtient 
facilement les équations des éléments-plans qu’elles solli- 
citent. 
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§ CXLll. 

FORCES ÉLVSTIQUES PAR LES DÉPL/\CEMENTS. 

Le tableau V donne les expressions générales, de la dila- 
tation cubique 6, et des fonctions-de-point (N,, T^), à l’aide 
des premières dérivées de trois autres fonctions-de-point 
(u, y, iv), lesquelles sont les projections, sur les axes coor- 
donnés, du déplacement total, supposé très-petit, qu'a subi 
le point M, lorsque le milieu solide est parvenu à l’état 
d’équilibre d'élasticité, sous l’action des forces extérieures, 
qui lui sont appliquées; les (J, n, représentent, pour 
simplifîer, les sommes de deux dérivées réciproques des 
(m, y, w). Lors de l’homogénéité la plus générale, et quand 
on évite tonte hypothèse préconçue (*), sur la nature et 
la loi des actions moléculaires, les coefficients constants 
ilL,...) des (N,, T,), lesquels sont au nombre 
de trente-six, n’ont, théoriquement, aucune relation néces- 
saire (*). 

Mais, on démontre que ces trente-six coefficients n’en 
comprennent que quinze qui soient distincts, lorstju’on 
pose, à priori, ce principe, ou plutôt cette hypothèse mul- 
tiple (*), qu’entre deux molécules (* ) iM et M' très-voisines, 
et déplacées, il existe une action mutuelle (*), dirigée sui- 
vant la droite qui les joint (*), et égale à leur écartement, 
multiplié par une fonction de la distance qui les sépare ('*') ; 
cette fonction-facteur étant variable avec la direction de 
MM', mais restant la même pour deux directions opposées 
l’une à l’autre (* ). Quand on ne suppose pas que cette fonc- 
tion-facteur ait la même valeur pour deux directions oppo- 
sées, les trente-six coefficients se réduisent à vingt et un. 


Digitized by Google 


a64 


1.F.Ç0^S 


§ CXLIII. 

LOIS DE L ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Les deux premières cases du tableau VI, donnent les 
expressions particulières des (N,, T,), pour un milieu solide 
homogène, et d’élasticité constante dans toute direction, 
avec deux coeffirients seulement (A, p) ; coefficients qui, 
théoriquement, restent indépendants, quand on bannit toute 
hypothèse ('*) ; mais, qui sont nécessairement ^aux l’un à 
l’autre, si l'on adopte complètement le principe ci-dessus 
énoncé, en regardant alors la fonction-facteur comme étant 
la même pour toutes les directions. 

Avec ces valeurs particulières des (N„ T,), les équations 
générales du tableau I deviennent celles de la troisième 
case du tableau actuel VI, ou bien, celles du tableau VII, 
si l’on représente, pour simplifier, par (U, V, W) les diflé- 
rcnccs des dérivées réciproques dont les (Ç, n, i|/) sont les 
sommes. Lorsque les composantes (Xo, Yo, Zg) des forces 
extérieures sont les dérivées d’un potentiel P, tel que 
A, P = O, la forme VII des équations de l’équilibre d'élas- 
ticité constante, donne A,ô = o, pour la loi qui régit la 
dilatation cubique d. La forme VI conduit alors à l’équation 
A,.A, (|> = O p>our la loi qui régit les projections (u, t', «v) 
du déplacement moléculaire, et par suite toutes les compo- 
santes des forces élastiques. 

Les formules de la feuille C, ne se rapportent (ju'à l’équi- 
libre d’élasticité des milieux solides homogènes. Mais, on 
peut en déduire celles qui concernent les vibrations inté- 
rieures (les mêmes milieux, en remplaçant les (Xg, Yg, Zg) 
par 
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comme l’indique le principe de d'Alembert. Inversement, 
dans les transformations qui vont suivre, nous partirons 
des formules complétées par cette addition ; afin que les 
équations transformées puissent s’appliquer aux deux cas. 
Pour les ramener à celui de l’équilibre, il suffira d’annuler 
les dérivées prises par rapport au temps. 


§ CXLIV. 

TRANSFORMATION EN COORDONTS'ÉES p,. 

Pour exprimer, en coordonnées curvilignes, les équations 
de l’élasticité d’un milieu solide homogène, considérons 
trois éléments-plans orthogonaux 13 ,, respectivement tan- 
gents aux trois surfaces conjuguées jo,-, qui se coupent en un 
même point M. Soient : A,- les composantes normales des 
forces élastiques qui sollicitent ces éléments; G, leurs com- 
posantes tangenlielles, lesquelles sont égales deux à deux, 
d’après le théorème du § CXL ; F, les composantes suivant 
les normales ds^ aux surfaces p,-, de la résultante des forces 
extérieures, toujours rapportée à l'unité de masse; R, les 
projections, sur les mêmes normales, du déplacement très- 
petit de M. 

Ces douze fonctions-de-point sont exprimées en p, ; il 
s’agit d’établir les équations qui les régissent. Supposant 
ces fonctions connues, on évalue, à l’aide des cosinus des 
angles que les {x,y, z) font avec les normales ds^ les fonc- 
tions-de-point, de mêmes définitions, relatives aux coor- 
données rectilignes, savoir ; par les sommes des composantes 
des F,- pour les (X„, Y», Zo); par les sommes des projec- 
tions des R, pour les (il, e, »v) ; enfin par les formules III 
de la feuille C, convenablement transformées. Ces opéra- 
tions sont facilitées par les correspondances du double 
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1 , 

P 

P. 

P. 


X. 

V. 

Z. 

'"1 

A 

G, 

G, 

F 

LÙ 

h dx 

1 f/p 

A dr 

1 df 

7, Tz 

1 

G. 

A, 

G 

F. 

I ^ 
^ dx 

L'iîx 
A, f/j 

I rfo, 

A, dz 


G. 

G 

A, 

F. 

L‘ih 

Aj (Lt 

L'Iîi 
A, dy 

L'ih 

A, dz 

\ 

O 

**. 



U 

V 

«A 


Les fonctions>de-point, relatives au système des axes 
rectilignes, étant ainsi déterminées, leur substitution dans 
les formules principales de la feuille C, conduit au but pro- 
posé. La première équation générale de cette feuille qui 
est 



dans le cas des vibrations, se transforme ainsi qu’il suit. 
On a d’abord les valeurs 


(3) 


• A ^ A, <ir A, rfx ’ 

„ — I J- 1 B 4- 1 R 
A rfr A, rlx ' A, dx ” 


pour composer la parenthèse qui multiplie la densité d. 
Ensuite, pour transformer les trois premiers termes d<; l’é- 
quation (a), la loi de formation indiquée par les for- 
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mules 111, feuille C, donne 

^ _Ç_ 

<fy j ’ dy dx h' dx dy dx J h, h-, 

dz \ ’ dz dx h' \dz dx dz dx J h, h, 

en n’écrivant, pour chacune de ces valeurs, que deux des 
six termes qui la composent, et qui forment trois couples 
homologues et symétriques, faciles à reproduire par des 
changements d'indices. 

$ CXLV. 

TERMES AUX œMPOSANTES NORMALES. 



Dans la somme des dérivations à effectuer, et qui sont 
indiquées par des facteurs symbolitjues en regard des va- 
leurs (4)> les termes en A, donnent, étant réunis. 


. ( 5 ) 


A> 


d 


df A 
dx A’ 


dp 


dp A, P 

dx^ A» ’ 


d’après la définition des At, et le théorème du ^ VIII, ou 
l’identité 


d^ dpi d$ dp, dS dpi 

dx dx dy dy dz dz ' dpi 


Cette expression (5), étant développée, prend une autre 
forme, à l'aide des valeurs 


(7) 



I f dh dp 
h \d P dx 


dh dp, 
dp, dx 




dp 


dh dpi\ 

d p, dx J ’ 
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(léduiles des formules (i4) § X, ( 21 ) § XIII. Elle devicni 
successivement 


A W 


il. 

dx 


dh dp, 
dp, dx 


A dh 
h dp, 


dp, A. dh dp, I rfA 

dx h dp, dx \dp 



et enfin, par une transformation facile de la dernière paren- 
thèse, on a la première des trois expressions 


(8) 


If 

^‘'^‘-rrnx 

A — 
h, h dp, 

d~- 

„ hh, dp, 

hh, -J— 

dp, dx 


A dh dp, 
h dp, dx 

Al dh, dp, 
h, dp, dx 

A, dh, dp 
h, dp dx 


A dh dp, 

h dp, dx * 

Al dh, dp 
h, dp dx' 

A, dh, dp, _ 
h, dp, dx 


les deux autres sc déduiraient, de la même manière, des 
termes en A, et en A,, que comprennent les valeurs (4) 
complétées. 

• § CXLVI. 

TERMES AUX «IMPOSANTES TANGENTIELLES. 


Dans la sommation indiquée, les termes en C, donneront, 
étant réunis, 


( 0 ) 


dr h, h, dp, Ç 

d^-i- 

t(r h,h, fin, T 

/, — f- T- T-r 

(iX il, /l, 
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par l’inlroduclion des A,, ei une double application du 
théorème ou de l'identité (6). A l’aide des valeurs 


A,p, = hhi h. 


hh\ h 


A±- 
^ h,h 

rfp, 

^ hh, 

f/p, ’ 


(22) du § \III, et de la formule (11) § IX, qui donne 
l’identité 

dÿ! d^ 

l’expression (9), étant développée, peut se mettre sous la 
forme 

Il J ( ^ I 

dx ' ’ \A,A dp, A, A. dp, J 


At.hh,h\ ^ 


dil' 
E AA, 


dx ' ‘ \hh, dp, h. A, dp, / 
qui donne définitivement la première des trois expressions 


(10) 


AA, A,' 


AA. A, 


AA, A, 


J 

AA’ dp. 

** aa; 

dp, dx 

dp. 

d~ 

A, A’ dp 

d-^ 

h,h\ 

dp, dx 

dp 

h,h\ dp. 

^ A,A’ 
1 ! — 


dx , 


les deux autres se déduiraient, de la même manière, des 
ternies en E, et Ej, compris dans les valeurs ( 4 ) complélécs. 
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$ CXLVII. 

ÉQUATIONS GÉNÉRALES TRANSFORMÉES. 

Par la somme des six expressions ( 8 ) et (10), substituée 
à celle de ses trois premiers termes, et par les valeurs ( 3 ) 
introduites dans la parenthèse qui multiplie d, l'équa- 
tion (a), où l’on pourra mettre les en facteurs com- 
muns, prendra la forme 


{•>) 


P ^ -4_ P -4. P — 


o, 


dans laquelle les coefficients P,, ou les parenthèses qu’ils 
remplacent, ne conservent aucune trace des coordonnées 
rectilignes. On peut conclure de là (ce qui est d’ailleurs 
évident, d’après la marche suivie, et les formules employées) 
que, si l’on transforme successivement, et de la même ma- 
nière, la seconde, puis la troisième, des équations géné- 
rales I, feuille C, première case, on obtiendra les deux 
équations 


(i I bis) 


p^_^.p dpi 



O, 





O. 


où les parenthèses P, seront identiquement les mêmes que 
dans la première (ii). 

Si l’on ajoute les équations (11) et (11 &ù), respective- 
ment multipliées par les dérivées qui y multiplient, soit P, 
soit P,, soit Pt, les relations fondamentales (4) S isole- 
ront successivement ces trois parenthèses, lesquelles devront 
être milles. Ce qu’indiquait d’ailleurs la seule équation (i 1), 
par suite de l’indétermination complète de toute coordonnée 
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rectiligne x. On aura donc définitivement 


(l2) 



Et telles seront les équations cherchées. 

La réunion des seuls termes contenant le facteur— j 

dx 

dans les expressions ( 8 ), (lo), et les valeurs ( 3 ), donne, 
pour la première (12), 




A| dh^ 
h, rfp 


A, dh, 
A, df ’ 



= 0 | 


ou bien, en développant les dérivées, et multipliant par A, 



^ dK . rfG, 

dp dp, 


-i ^(A — 

~ A, dp 





s 


( h, dh ^ A. dA,\ _ ^ / h, dh /i, dh,\ _ 

d^, + â; ^ j Â- d^,-^-Â, d^.j 


Enfin, introduisant, comme au § XL VI, les arcs et les cour- 
bures, 

dSi = 

1 A, dhj 

;p=Â;rfp,’ 
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on obtient la première du groupe suivant : 



les deux autres traduisant, de la même manière, la seconde, 
et la troisième (12). 


§ CXI.VllI. 

SURFACES ISOSTATIQUES. 

Mises sous celle forme (i 5 ), en quelque sorle géomélri- 
que, les équalions de Télaslicilé d’un solide homogène, el 
quelconque, conduisenl à des lois irès-générales, el d’une 
grande simplicilé, que l’analyse eûl difficilemeni décou- 
vertes, en continuant à n’employer que les coordonnées 
rectilignes. Considérons le cas de l’équilibre. En chaque 
point du solide il existe toujours trois éléments-plans rec- 
tangulaires, que les forces élastiques sollicitent normale- 
ment, et qui jouissent seuls de cette propriété, si l’ellip- 
soïde d’élasticité a scs trois axes inégaux. 

Supposons qu’il en soit ainsi dans toute l’étendue du 
corps, et qu’en passant d’un point à un autre très-voisin, 
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l'ellipsoïde d’élasticité, toujours à trois axes inégaux, n’é- 
prouve que de légères variations dans les grandeurs et les 
directions de ses axes; écartant ainsi les cas dans lesquels 
cet ellipsoïde serait de révolution, et ceux où il éprouve- 
rait des changements discontinus, c’est-à-dire brusques et 
considérables. 

Alors, si, partant d’un point du solide, on passe, sur un 
des élémenLs-plans principaux qui s’y trouvent pressés ou 
tirés normalement, à tout autre point inGniment voisin du 
premier ; que de ce nouveau point on se dirige vers un troi- 
sième, situé sur le plan principal, primitif mais légère- 
ment dévié, qui correspond au second point, et ainsi de 
suite ; on peut tracer de cette manière une surface continue, 
divisant le corps en deux parties, qui n’exercent l’une sur 
l’autre que des pressions ou des tractions normales. 

De là résulte que, si l’on considère à la fois tous les élé- 
ments-plans sollicités normalement, qui correspondent à 
tous les points du solide, et dont les positions varient d’une 
manière continue; tous ces triples-éléments forment trois 
familles de surfaces orthogonales, que j’ai appelées isosta- 
tiques, et qui jouissent de la propriété d’étre seules sollici- 
tées normalement par les forces élastiques. 

On conçoit que tout système orthogonal, quel qu’il soit, 
puisse devenir occasionnellement isostatique, quand celles 
de ses surfaces qui forment les parois du solide sont sou- 
mises à des efforts normaux ; et qu’il suffit, pour cela, que 
les signes et les intensités des eflbrls extérieurs varient sui- 
vant une loi convenable, d’un point à l’autre de ces parois. 
La propriété d’être isostati({ue, est donc d’une tout autre 
nature que la propriété d’être isotherme, qui n’appartient 
qu’à certaines familles de surfaces. Mais la véritable pro- 
priété fondamentale de tout système isostatique est la réu- 
nion indispensable de trois familles de surfaces, et leur 
orthogonalité nécessaire. C’est de cette propriété, si nette- 

i8 
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lueiil caraclcrist'o, ([u'csl venue l’iclee des coordonnées cur- 
vilignes. 

§ CXLIX. 

LOI D UN SYSTÈME ISOSTATIQUE. 

Lorsqu’un sysièuic isoslali(|uc existe tlans un corps solide 
homogène en équilibre d’élasticité, si l’on prend pour 
coordonnées curvilignes p,-, les paramètres des trois familles 
de surfaces (jui le constituent, les composantes tangen- 
ticlles S, sont nulles partout. Les composantes normales A,- 
existent seules; devenues les forces élastiques principales, 
elles donnent, en chaque point, les directions et les gran- 
deurs des axes de l’ellipsoïde d’élasticité; et les équations 
générales (i5), simplifiées, expriment la loi do leurs varia- 
tions suivant les normales aux surfaces conjuguées. 

Les équations (i5) étant linéaires, on peut faire abstrac- 
tion des F,-, quand on n’étudie que les ell'cts uniquement 
dus aux ellbrts exercés sur la surface du corps. De plus, 
puisqu’il s’agit d’un état d’équilibre, les dérivées des R,- par 
rapport au temps n’existent pas. F.n les annulant, ainsi que 
les G,', et supprimant les F,, on réduit le groupe (i5) au 
suivant : 



Les forces élastiques principales A,, étant dirigées sui- 
vant les tangentes aux arcs, ou aux lignes de courbure les 
trois équations (i6) expriment cette unique loi : Dans tout 
système effectivement isostatique, chacune des trois forces 
élastiques principales éprouve, suivant sa direction meme. 
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une variation qui est égale à la somme de ses excès sur 
les deux autres, respectivement multipliés par les cour- 
bures correspondantes de la surface quelle sollicite. 

Donc, lorsqu'on se propose de rendre efTeclivement iso- 
statique, un système orthogonal, connu dans toutes ses par- 
ties, il suffit de se donner les intensités des trois forces élas- 
tiques principales, en un seul point M; car la loi (i6) en 
déduira celles des six points voisins, situés de part et d’autre 
sur les arcs rfj,-; et, de proche en proclie, celles de tous les 
points du solide. 

En résumé, la loi, traduite si simplement par l’ellipsoïde 
d élasticité, donne les forces élastiques exercées en un seul 
point, à l'aide de trois d'entre elles; puis la loi, non moins 
simple, qu’expriment les équations (i6), donne les forces 
élastiques exercées en tous les autres points. Cette dernière 
loi était donc nécessaire; car, sans elle, le phénomène de 
l’é(juilibre d’élasticité restait incomplètement défini. 

Pour qu’un système orthogonal quelconque soit isosta- 
tique, il faut, et il suffit, que chacune de ses surfaces soit 
sollicitée normalement par la force élastique correspon- 
dante, qui peut avoir des intensités très-différentes, aux 
différents points de cette surface; les trois familles conju- 
guées sont alors analogues <i celles des surfaces de niveau, 
dans la théorie du potentiel. Pour que les surfaces d’une 
môme famille fussent en même temps isodynamiques, c’est- 
<à-dirc telles, que la force normale sollicitante pût avoir la 
môme intensité sur chaque surface, il faudrait que le sys- 
tème orthogonal vérifiât certaines conditions géométriques, 
et il ne serait plus quelconque. De là résulte une nouvelle 
classe de. surfaces, qui comprend évidemment la famille 
des sphères concentriques. On reconnaît, à l’aide des équa- 
tions (i6), que les familles des ellipsoïdes planétaires et 
ovaires en font aussi partie. 

Ainsi, lorsqu’une enveloppe solide contient un fluide .à 

i8. 
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haute pression, et supporte extérieurement la pression 
atmosphérique, si les deux parois sont des ellipsoïdes de 
révolution homofocaux, tous les ellipsoïdes intérieurs de la 
même famille sont, à la fois, isostatiques et iso<lynamiques. 
Chacuu d’eux est sollicité normalement par une pression 
constante ; la seconde force élastique principale, dirigée 
tangentielleinent à l'ellipse méridienne, est une traction, 
pareillement constante; mais la troisième, qui est perpen- 
diculaire au méridien, change de grandeur avec la latitude, 
et même de signe si l’ellipsoïde est planétaire : alors, vers 
les pôles c’est une traction, dont le maximum est égal à 
la tension même de l’arc elliptique; pour une latitude 
moyenne, cette force est nulle, puis elle devient une pres- 
sion; de telle sorte qu’une fissure méridienne, s’ouvrirait 
au pôle, et se resserrerait à l'équateur. Il suffit d’énoncer ces 
résultats, dont la vérification est facile, pour faire com- 
prendre l’importance des équations (i6). 
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SEIZIÈME LEÇON. 

ÉLASTICITÉ CONSTANTE. — RÉSISTANCES. 


Transformation en coordonnées curvilignes des équations relatives à Pelas* 
licite constante. — Applications de la lui des surfaces isoslatiqucs. ~ 
Hésistanceset épaisseurs des paruis sphériques, cylindriques, ou planes. 


§ CL. 

CAS DE L'ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Les é(]uaiions générales de la leçon précédente sont ap- 
plicables à tout corps solide homogène, de quelque manière 
que l’élasticité varie d’une direction à une autre autour 
d’un même point. Il s’agit, dans la leçon actuelle, d'établir, 
en coordonnées curvilignes, les équations particulières re- 
latives au cas où l’élasticité se manifeste constamment de la 
même manière, dans toute direction, ou quelle que soit 
l’orientation du corps. Les (A,-, 6,) doivent alors s’exprimer 
à l’aide des deux constantes (^, p.) de la feuille C, et des 
dérivées en p. des R,. On obtient ces expressions ainsi qu’il 
suit. 

Considérons les normales aux trois surfaces conju- 
guées p, qui SC coupent en M, comme formant un système 
d’axes rectilignes des (a/, y, z') sur lesquels le déplacement 
de M ait pour projections («', iv^), les cosinus des angles 

que ces nouvelles projections font avec les anciennes 
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(m, iv), OU (jiiL* les nouveaux axes font avec les anciens, 
étant iiuliques par le tableau 


(•) 



Aloi's, les (A;, P.) ne sont autres que les composantes des 
forces élastiques qui s’exercent sur trois éléments-plans, 
respectivement perpendiculaires aux coordonnées rectili- 
gnes *'), et conformément aux formules des deux 

premières cases VI, feuille C, on aura 


U) 


du' dv' 




""—d^'^d^'^dz' 


A = '/.6 (i 
A,= À0 -f- ?.fi 


du' 

rfj'’ 

dd 

d?’ 


dw* 

Aj = Xô -j- 2u J 
^ / dv' dw\ 

Idw' du' \ , 




/ du' 


dv 

dx 






D’un aulrc eèlé, les axes îles (x', j', z') se confondant 
avec les normales aux surfaces p, ipii passeni en iM , les 
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(//', e', t«/) n’y seront autres que les R,-, et les cosinus 
[ni„ Pi) auront les valeurs correspondantes, inscrites 
au nouveau tableau 



Cela posé, une fonction-de-point -T, exprimée en (x, y, «), 
peut l’être successivement en «'), et en {p, p,, p,). 

A la première transformation correspond, d’après le ta- 
bleau (i), la nouvelle dérivée! 

d.i e/.'f rf.f rf.f 

qui devient, en substituant à (ni, «, p) les valeurs prises 
au tableau (3), 

,1^ _ I dp 'Il ‘!l\ 

dæ' /i \ f/j dx~^ dr dy dt dz ) ' 

ou bien, par suite de la seconde transformation, et d’après 
le théorème du § VIII, la première du groupe 

d.i d:f 
( SP ~ " J77 ’ 

, ! rf.f , d,i 

'« ]5T' =''??;■ 

V <iz flù. 
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que l’on complète aisément. Ces formules (4) résultent, 
d’ailleurs, de ce que, au point M, les (rfx', dy, dz') sont 
respectivement égaux aux (ds^ dst, ds^). 


§ eu. 

TRANSFORMATION DES FORCES ÉLASTIQUES. 
Le tableau (i) donne les relations 


I «' = mu -i- nv ptv, 

«v' = m, « + TJ, (< + ^, (v; 


d’où l’on peut déduire les dérivées qui composent les va- 
leurs (a), mais en observant que, lors de ces dérivations, 
les (m„ 7z,, p.) doivent rester essentiellement constants. 
En se servant du lemme (4), et en substituant, après les 
diflerentiations, aux (m,, p,), les valeurs prises dans le 

tableau (3), les relations (5) conduisent aux valeurs 


( 6 ) 


du' du df dv d f 

djd dp dx dp dy 

dd du dp, dv dp, 

dy dp, dx dp, dy 

dvd du dp, dv dp, 

di' dp, dx dp, dy 


dw d P 
dp dz ^ 

dw dp, 
dp, dz * 

dw dp, 
dp, dz ’ 


qu’il faut exprimer maintenant en fonction des R, et de 
leurs dérivées en p,. 


Le tableau 

(3) donne 









dp 

d. j 

R 

du 

R. 

f/p, 


R. 

dpi 


dx 

dp\ 

h 


h, 

dr 

-¥ 

h. 

r * 

rtc ’ 

(7) 

dp 

d. 1 

R 

du 

R, 

dp^ 


R, 

dpi 


dp I " ~ 

J 


f>, 



h. 

dy' 


* ^ 

d. 1 

R 

dp 

— — f" 

R, 

dp, 


R, 

dp, 


l dz 

dp \ “ ~ 

h 

dz. 


dz 


h. 

dz 
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De CCS valeurs, on doit prendre les dérivées en p, et en faire 
la somme, après les avoir respectivement multipliées par 

(^> afin d’obtenir^ ( 6 ). Dans le cours de cette 

opération, qu’indiquent les facteurs symboliques en regard 
des ( 7 ), on fait usage du théorème ( 9 ) § VU!, des rela- 
tions (4) § VI, et des valeurs 


S 


déduites des formules du § XI; ce qui donne pour résultat 

è „ rfè „ A, dh „ h, dh 

■ 3-7 = A’ — - — (- R-j 1^1 X J — ‘ 

elx df do A ap, n d f. 

Et, par la réduction des deux premiers termes, puis par 
l’introduction des ds, et des rayons de courbure, un a la 
première des doubles-valeurs qui suivent 

ht dh __ dVi R| 
da:' dp ' A rfp, ’ A rfp, ds r, 

dv' dh, A, dh, h dh, dh, R, 

dy dp, h, dp, h, dp ds, r, 

da/ rfR, A dh. A, dh, dh, R 

dd~''’7^~^'h'Tp~^'T,d^,~~dI^ ~ P 

les deux autres résultant d'opérations semblables. 

La dilatation cubique 5 (a), qui est la somme de ces va- 



dh 

h — , SI I =r O , 
dp 

A| dh 

— T- T-» SI 1=1, 
A dp, 

A’ dh 

--r-j-i SI 1 = 2, 

A dp. 
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leurs (8), peut se mettre sous la double forme 


0=hh,h, ( 

h,/>, ^ 

A 

^ /,,h 


\ 

dp. 

dp, / 


rfR, dR. 

<h, ds, 

R 

ts 

K. Ri 

< 7 , 


les — désignant les courbures sphériques des surfaces p,. 


Par la substitution des valeurs (8) et (9), les composantes 
normales A, ( 2 ), sc trouveront exprimées à l’aide des fone- 
tions-de-point R, et de leurs dérivées en p,. 

En se servant du lemme ( 4 )i observant la constance des 
(ffi,, n,, p.) dans les dirterentiations, et prenant, à la fin, 
leurs valeurs au tableau ( 3 ), on déduit des relations ( 5 ) 
l'expression suivante 


(10) 


du' 



dv' 

d^' 


h, I du dp 

h \dp, d.r 
h / du dût 
h, \dp dx 


dv dp 
dp, dr 

dv dp, 
dp dp 


dtv dp\ 
dp, dz j 
dtv dp,\ 
dp dz j 


pour la sommet^ de deux dérivées réciproques, qui, multi- 
pliée par la constante u, doit donner E, (2). On transforme 
chacunedes parenthèses (10), en opérant sur les valeurs (j) 
comme on l’a fait pour obtenir la première (8); on fait 
encore usage du théorème (9) § VIII, des relations ( 4 ) 
§ VI, et des formules du § XI ^ on obtient pour résultat 





h, dh dRi h dh, 

1 +'-77 


Et, parle groupement deux à deux des quatre termes, puis 
par rintro<luction des ris, et des rayons de courbure, on a la 
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troisième des doubles-valeurs 


hi 

h y dû. 


(il)'»' 



dK,/i, 

dp 



h 


dRh 
d 0| 

I * 


//, dR,h, 

dR, 

dR, 

R. 

R, 

h, </p, 

ds. 

ds. 

+ 7- + -pr. 
' 1 1 

h, dRh 

_dR, 

dR 

J— 

. R» 

R 

h dp. 

ds 

ds. 

1 // 1 7 

r r. 

h dR,h, 

dR 

dR, 

R 

R. 

h, dp 

II 

’ ds 

H 1 — 

r, r' 


les deux autres résultant d’opérations semblables. Par la 
substitution de ces valeurs (ii), les composantes tangen- 
tielles, li, (’jl), se trouveront exprimées à l’aide des fonc- 
tions-de-poiut R, et de leurs dérivées en p,. 


§ CLII. 

LEURS DOUBLES EXPRESSIONS. 

En résumé, quand il s’agit d’un milieu solide, homogène 
et d’élasticité constante, les composantes (A,, T,) des forces 
élastiques qui s’exercent, en un point M, sur les plans tan- 
gents aux surfaces orthogonales pi, peuvent s’exprimer de 
deux manières dillérentes, à l’aide des doux constantes 
(X, pi), et des projections, sur les normales aux surfaces, du 
déplacement très-petit de M. 

Les premières expressions sont analytiques. Elles em- 
ploient les dérivées en jO, des R,, et celles des paramètres 
différentiels Elles peuvent seules servir à former les 
équations à la surface, lorsqu’on se propose d’intégrer les 
équations de l’élasticité pour un corps solide de forme don- 
née, connaissant les efforts qui le sollicitent extérieure- 
ment , comme on le verra par l’exemple complètement 
traité dans les prochaines leçons. Ces expressions peuvent sc 
mettre sous les formes suivantes, qui sont symétriques, et 
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frfR/i \ldh„, d/t ^ d/t \1 

,A = 10 + 2 (x^-^- _(^_R/,-^_R.A,+^R,/,,jJ, 

frfR.A, i/dfi.^ dA. , rfA.„ ,\n 

. frfR./i, i/d/i,, dh, ^ d/i, ,\1 

A,_>e-+-2p|^-^- _^_R/,+ _R,A,-t-— R.A.jJ, 


rfRA^ rfR,A. rfR,/i, 


(•2). 


dp dp^ dpi 

* /dm^, da ^ , da ^ , \ 

• — ( *-7— R/i * 4 “ — — R| A, -H -T — R 3/1 J 11 
O \dp dpt api j 

A,A, \ dp, dp, / 


dp 


df >7 } 




CI est le produit hh, h„ et la forme intercalaire donnée à 0 
reproduit faeilement la première (9). 

Les secondes expressions sont géométriques. Elles em- 
ploient les variations des R,- suivant les arcs Hsj, et les six 
courbures des surfaces conjuguées, comme les équations 
générales (i 5 ) et (16) des §§ CXLVH et CXLVUI. Elles 
jjcuvent seules servir à énoncer, d’une manière simple, les 
lois générales et particulières du phénomène de l'élasticité ; 
ce qui permettra d’introduire, dans les applications, toute 
la lucidité analytique, entrevue et définie au commence- 
ment de la leçon précédente, et vers laquelle les diverses 
branches de la physique mathématique semblent converger 
aujourd'hui. On obtient ces nouvelles expressions avec les 
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secondes valeurs (S), (9) et (1 1) ; ce qui donne le nouveau 
groupe 


(i3) 


A = ^9 -H 2/ji 
A, XO + 2 fl 
A, = XO + 2 P 


f— —Li 

\ ds r, 
/dR, R, 
\ ds, r, 
/ rfR, _ R 

\ ds, V’ 



dR rfR, R R, R, 

(ù ds^ ds^ ^ fT; 



( 

( 

( 


rfR, i/R, 
dsi ds, 
rfR, rfR 

Tl ^ 

ds ds, 

dR rfR, 

T~ — J *■ 

ds\ ds 


h 

L- 

R 

r, 



Il serait facile de résumer ces valeurs par deux énoncés, 
l’un pour les composantes normales, l’autre pour les com- 
posantes taiigentielles, en se servant des dénominations, 
introduites au § XXIX, de courbures conjuguées en arc, et 
de courbures réciproques. 


§ CLIII. 

TRANSFORMATIO.V DES ÉQUATIONS. 

En substituant les expressions (ta) des (A,-, d.tns les 
équations générales de la dernière leçon [(i 3 ) ou (i 4 )? 
§ CXLVII, et ses homologues], on obtiendrait celles qui 
régissent l’élasticité constante, exprimées en coordonnées 
curvilignes. Mais, de longues opérations seraient ensuite 
nécessaires, pour disposer les équations obtenues, sous une 
forme telle que l’on puis.se aborder leur intégration. Il sera 
plus simple de transformer directement en coordonnées p. 
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les équations MI de la feuille C, qui expriment les mêmes 
lois en coordonnées rectilignes. Ces équations sont 


[dW dW\ .d9 / d‘u\, 

I /'du dV\ ,, .dO 

les fonctions-dc-point (U, V, W) ayant pour expression 


(.5) 


dv dw 
dy dz ’ 
, dw du 

dx dz * 

"=^-È- 


Les valeurs ( 7 ), qui expriment les (u, e, le) par les R, 
peuvent se mettre sous la forme 


(.6) 


U = a -y b -y- 
dx dx 

dù , dp, 

V =û 


d^ i **f'' , ”f'» 

<!' = a — ^ -4- 6 - - 4 - c — 1 


r/s 


</p, 

r/s 


d P^ 

d pi 
■ c - 
'0' 


rfz 


en posant, dans un but de simplification, 
('7) 


R 

- = a, 


R I . R* 

T, 


c; 


d’où résulte que les coefficients {a, b, c) sont fonction des 
coordonnées p,. 

Ces valeurs ( 16 ) donnent pour ^V («5), ou pour 
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I <lu (tl’\ ,, 


/f/fl f/ P 

(rfp rf/'*' 


f/fl f/p, tia f/p, 

f/p, f/j f/p, <ir 


f/x 


( 

( 


rta do 
f/p f/.r 

(//» f/p 
f/p f/j 


/f/A f/p 
\f/p f/r 


/f/c f/p 
\f/p f/r 


/ f/c f/ P 
\f/p f/x 


f/fl f/p, f/n f/p,\ f/p 

f/p, f/x f/p, f/r j d) 

db df>, ^ f/A '/p,\ rfpi 

f/p, f/> f/o, dj' j f/x 

f/A f/p, d'o f/pA f/p, 

f/p, f/x f/p, f/x / f(x 

f/c f/p, </c f/p,\ f/p, 

f/p, f/_r d^idy j dx 

de f/p, ^ f/c f/p,\ dp, 
dp, tlx dp, dx ) df 


Î187 


les dérivées secondes des p, disparaissant dans la dillérence 
floni il s’agit. On reconnaît aisément, à l'inspection de ce 
long développement, la disparition de six des dix-huit 
termes, et la réunion des dou/.e autres dans les trois pro- 
duits 


f/p. 

d 0} 

dp. 

f/p,\ / ,/A 


f/x 


dy 

f/x / \f/p. 

rf?./ 

dp. 

f/p 

d 0, 

f/p \ / f/c 

V 

tlX 


dy 

f/x ) \ f/ P 

df.) 

eio 

d?. 


</pA 1 

db \ 


dy 

‘b 

f/x j \f/p. 

~Tp)' 


Or, parmi les relations, qui existent entre les neuf cosi- 
nus du tableau (1), se trouvent les trois suivantes 

m,n, — n,m, — kp, 
m,n — n,m = kp, , 
m n, — nm, = kp, , 
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Â élanl, ou — i, ou 4- 1, tel en un mol que A* = i. Les 
correspondances des tableaux (i) et (3) donnent donc 


dft 

dp. 

dp, 

‘lh = A 

h, h. 

il 

dx 

dy ' 

dx 

dx 

h 

dz 

dft 

dp 

dp. 

? =/! 

Ii2 h 

d_p^ 

dx 

dx 

dx 

dx 

h, 

dz 

il 

dp, 

_ 'h 

^ = k 

hh. 

dp. 

dx 

dy 

dx 

dx 

!>, 

Hz' 


Ces dernières valeurs étant substituées dans l’expres- 
sion (i8), la fonclion-de-point W sera la dernière des 
trois expressions 


('9) 


U 






dx 


V = ^ -4- tft, + r - 

dy dy dy 


W = (Ai * 4- lft> ■ , 
dz dz 


dy 

rfp, 


dx 

, df. 


dz 


en posant, toujours dans un but de simplification, 


( 20 ) 


h, h. 

/ db 

de \ 

X 


[dp. 




'de 

da \ 

1 = Ifi,, 

~r\ 

<dp 


hh, 1 

' da 

db 

1 r 

\ 

L dp. 

dp ! 



Les deux premières (19) résulteraient d’opérations sem- 
blables, faites en parlant successivement de U et de V (i5). 

On transformera, absolument de la même manière, les 
différences de dérivées réciproques, qui, multipliées par p, 
forment les premiers membres des équations (i4)> en par- 
lant des valeurs (19) au lieu des (16), des coefficients (20) 
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au lieu des (17); ce qui donnera 


I dV 
i dz 


ay a.T dx dx 


(21) 


rfW dV 


djr dx dz dz dz 




aSy 


les coefficients 0?,, composés eu (-.t, iH>, r) comme ces der- 
niers le sont en (a, b, c), étant 


/i. A, / d\' \ 

A V'/pj '^P' / * 

A, A idv f/» 1 o\ 

A, \f/ û '^pi / 

AA, / r/.i, </ 1(!> \ 

A, \rfpi f/p / 

En substituant, dans ces coefficients^,, aux (.t, ni,, r), 
leurs valeurs (20), A*, ou l’unité, deviendra facteur com- 
mun, et le résultat sera le même que si l'on avait supposé 
partout A' = -H I . On pourra donc, dans les calculs qui vont 
suivre, prendre pour les ‘î’., les valeurs (22) écrites sans 
le facteur A, en définissant les («V, iP.>, r), qui les compo- 
sent, par les valeurs (20) pareillement écrites sans le fac- 
teur A. 


(22) / 

' ‘P, = X 


§ CLIV. 


ÉQUATIONS TRANSFORMÉES. 


La première des valeurs (21), jointe à celles de X, et 
H ( 3 ), § CXLIV, et au développement 

f/0 f/0 dp r/Ô f/o, f/0 dp, 

dx dp dx f/p, dx dp, dx 

>9 


Digitized by Google 



ayo i,Eço>s 

iloniicra, à la [)rfuiièri! (i4)i 1^ liiriiic 


[ 23 ) 


pÿ4-P,ÿ- 

ax dx 


P, 


iîi . 

dx 


rcs derniers coeflicients P,, (|ui ne conservent aucune trace 
des coordonnées rectilignes (pas même le facteur k avec sa 
gênante ambiguïté), étant 


(^4) 


p=(> + 2,)^-,.r + ,^(F. 
P. = (> + 2,)^_,.f,^i.(F, 
P,= (\+2a)^_f.<f,+ i(F.. 


f/»R 

~iïF 

rf-R, 


d‘R,\ 


"<10 y 


Le simple cliangemeiit de X en r, ou en 2 , donnera la forme 
correspondante de la seconde, ou de la troisième (i4)- Et» 
des trois transformées, ou même de la première { 23) seule, 
on conclura, comme au § CXLVII, que les P, doivent être 
nuis. 

On aura donc les équations cherchées, en égalant à zéro 
les coefficients P, (a4)' Ee qui donne, en substituant les 
‘L, (aa)) ot multipliant par des facteurs tels que leurs pa- 
renthèses soient isolées 


rfvli, 

rfr 

h el9 1 

(v 

f/’R 

do. 

f/p, 

^ hihj dû h^ h} 

\ 

<io 

dr 

<ix_ 

X + 2 fi /i, , r 

(f 

</’R, 

<!p 

<l 0, 

fl h, h flp, h, h 

r‘“ 

<10 

</X 

(1 itb _ 

X -+■ 2pi /ij f/9 _ I 

(f- 

rf>R, 

rf p. 

,lp ~ 

fl hh, (7p, /(/i, 


~<io 


les fonclions-dc-poiiit (,i,, r',, r) se déduisant des R, par 
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les relations 



d^ 

>h 

h 

dp. 

dp, 

~ A.A.''"’ 




‘‘â; 


A, 

dp 

dp. 



d®' 


" A 

‘‘à; 


dp, 

dp 

— r 

~ AA, ’ 


ETC. 


2yi 


que donnent les (20) et les (17). Telles sont les é({uations 
de l’élasticité constante, exprimées en coordonnées curvi- 
lignes, et disposées sous la forme même qui se prête le 
mieux aux intégrations. 


§ CLV. 

LOI DE LA DILATATION CUBIOÜE. 

La dilatation cubique, ou la fonction S, a pour expression 
R 

/ «1 

(27) 9 = A/l, A, 


I R , RA 

_AA ^ ) 

•i? ’fp, / ' 


OU la première (9). Lorsque le.s F, sont les dérivées, suivant 
les normales aux surfaces p., ou les axes (x', y , z'), § CL, 
d’un potentiel tel que A,.f = o, on a, d’après le 
lemme (4), 


(28) 


V -h il 

dp' 

dp, 

F -A 

rii -- — . 


Alors, si l’on ajoute les équations (aS), après les avoir 

'9 


Digitized by Google 



l.EÇONS 

ililIV-reiiliécs, la [UTiiiièru en p, la secoiule en p,, la Iroi- 
sièine en p„ les premiers nicmhres donnant zéro, on pourra, 
en multipliant par p.hhx A, , mettre le résultat sous la forme 

(29) o = (X-t- 2p)â,0 — 

d’après l’expression générale des A|, et la valeur (27), car 
les tei-mes en F, (28) disparaissent par A,3'i=o. 

§ CLVI. 

APPLICATION DES SURFACES ISOSTATIQUES. 

Toutes les équations de la théorie mathématique de l’élas- 
licilé étant obtenues en eoordonnées curtilignes, il importe 
d’en faire quelques applications, soit particulières, soit gé- 
nérales, jMJur donner une idée de leur utilité. Les équa- 
tions (16), § CXLIX, qui expriment la loi d’un système iso- 
statique, résolvent facilement plusieurs questions posées 
par les praticiens, et donnent des formules suffisamment 
approchées, réductibles en nombres, qui soirt, à la fois, 
plus exactes et plus simples que les formules empiriques 
dont on se sert habituellement. Citons queh|ues exemples, 

§ CLVIl. 

RÉSISTANCE D UNE PAROI SPHÉRIQUE. 

Prohlcme /. Lue enveloppe sphérique, en métal, doit 
être soumise intérieurement .à la pression P, d’un gaz com- 
primé, ou d'une vapeur à haute tension, tandis que la paroi 
extérieure supportera la pression atmosphérique p, <|uclle 
épaisseur e convient-il de donner h l'enveloppe pour qu’elle 
n’éprouve aucune altération permanente.^ — Dans ces cir- 
constances les sphères concentriques sont isostatiques ', pre- 
nons-les pour les surfaces pdu système général, l’trappro- 
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«lions ici la première équation (ifi), § CXI^IX 


(3o) 


«M _ A — A, 
<is r' 





ay3 


Eu un point M de la paroi intérieure de rayon R, ou 
peut substituer à la variation ^ le rapport des diflérences 

finies — car e est toujours très-petit relativement à R; 
on a, alor-s, 


A = -Pt 

I AA= P— /i, -p 
A-(-AA = — !> 1 



et les deux autres forces élastitjnes principales (A,, A,) 
sont égales à une même traction T. Avec ces valeurs, l’é- 
quation (3o) devient 

P — P T P 
— -^ = 2 —^1 


et donne, pour calculer l’épaisseur de l’enveloppe sphéri- 
que, la formule 


(3.) 


r I P — P 

R ~ 2 TH- P’ 


en jirenant T égal <à la trnction-limile, «jui ne saurait être 
dépassée sans faire craindre l’altération du métal employé. 
Les nombres (P, /t, T) doivent être rapportés .à la même 
unité de surface, au centimètre carré ou au millimètre 
carré. 

Problème II. L’enveloppe sphérique sera soumise, exté- 
rieurement à la haute pression P, intérieurement .à celle p 
de l’atmosphère, quelle doit être l’épaisseur e' dans cette 
nouvelle circonstance? — La solution s’obtient comme celle 
du problème précédent; le rayon R' est celui de la paroi 
extérieure sur laquelle on prcnil le point M; la variation 
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de A a la même valeur, mais avec un signe contraire ; les 
forces élastiques (A,, A,) sont actuellement égales à une 
même pression — C; l’équation (3o) devient 

P— » C— P 
— r- = 2-ïrr-> 


et donne, pour calculer l'épaisseur e', la formule 


(32) 


e' I P — P 

R'~2 c — p’ 


en prenant C égal à la compression-limite qui ne saurait 
être dépassée sans altérer le métal employé ; (C, P, p) doi- 
vent être rapportés à la même unité de surface. 


§ CLVIII. 

RÉSISTANCE D ÜNE PAROI CYLINDRIQUE. 

Problème III. Une enveloppe métallique, dont les pa- 
rois indéfinies sont deux cylindres à bases circulaires con- 
centriques, supportera extérieurement la pression atmo- 
sphérique p, et sera soumise intérieurement à une haute 
pression P, quelle épaisseur e faut-il donner à l’enveloppe 
pour que la limite de l’élasticité ne soit nulle part dépassée ? 
— Dans ces circonstances les cylindres concentriques sont 
isostatiques; si on les prend pour les surfaces p du système 
général, l’équation (3o) étant rapportée à un point M de 
la paroi intérieure de rayon R, la variation de A sera la 
même qu’au problème 1; l’arc j, étant le cercle de rayon R, 
l’arc 5, la génératrice du cylindre, on a 


I I I 



A, cl A, sont deux tractions dillcrcntcs, et si l’on désigne 
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la première par T, l'équation (3o) devioiii 

V — p T 4- P 
<• ~ R ’ 


el donne, pour calculer l'épaisseur e de l'enveloppe rylin- 
di'iquc, la formule 


(33) 


e P — P 

R ~ T-h p’ 


en prenant T égal à la traciion-liiniie. On voit (|ue cette 
épaisseur doit être double de celle (3i) de l'enveloppe sphé- 
rique de même rayon, et soumise aux mômes pressions. 

Problème If\ L’enveloppe cylindri(|uc sera soumise, 
extérieurement à la haute pression P, intérieurement à celle 
P de l’atmosphère, quelle doit être l’épaisseur e^dans cette 
nouvelle circonstance? — En modiliant la solution précé- 
dente, comme on a modifié la solution <lu premier problème 
pour obtenir celle du sei'ond, on arrive à la formule 

c' _ V~p 
R' “C — P’ 


el l'épaisseur e', pour le cylindre, est encore double de 
l’épaisseur correspondante (3a), pour la sphère. 


CLIX. 

RÉSISTANCE D UNE PAROI PLANE. 

Problème V. On se propose de fermer l’enveloppe cy- 
lindrique, par des fonds-plats de même métal, quelle épais- 
seur E faut-il donner à ces parois planes? — Celte question 
est encore loin de pouvoir être abordée par la théorie ma- 
thématique de l'élasticité, mais en faisant usage d’un pro- 
cédé approximatif très-simple, on arrive à un résultat, qui 
doit peu s'éloigner de la solution rigoureuse. 
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La formule (3i) du problème I, relatif à la sphère, peut 
être envisagée sous un second point de vue. Si on la résout 
par rapport à T, elle donne la traction, éprouvée par toute 
ligne tracée, sur la paroi intérieure de l’enveloppe sphéri- 
que, quand son épaisseur est c. En un mot, dans le premier 
cas, celui du problème I, on se donne T pour en conclure e, 
tandis que, dans le cas actuel, on se donne c pour en con- 
clure T. 

Cela posé, considérons une paroi plane, d’épaisseur E, 
qui ferme le cylindre de rayon intérieur R, soumis inté- 
rieurement à la pression P, extérieurement à celle />; et 
soient AA' = a R le diamètre de ce cylindre , O le centre de 
sa base, ÜR = E l’épaisseur du fond-plat. Soit pris sur BO 
un point C, et désignons BC par e. Par le cercle de dia- 
mètre AA', et par le point C faisons passer une sphère, 
puis par le point B une seconde sphère concentrique à la 
première. 

Si rcnvcloppe partielle limitée par ces deux sphères, 
formait seule le fond du cylindre, la traction à sa paroi in- 
térieure serait donnée par la formule 


(35) 


A ^ 

T 


dans laquelle .ft exprimerait le rayon de la sphère inté- 
rieure. Or si l’on achève le grand cercle dont l’arc ACA' 

fait partie, on aura AO = CO (a.ft — CO), et CO peut 
être négligé devant ai'H, ce qui donne 

R’ 

R’ = (K — il.a.A, <l’où A = — — 

7. ( K — c ) 

subslitiiani cette >aleur de A dans (35), il victit 


(3f.) 




R’ P — 

J T + V 
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Cutlu équation (36) donnera la traction T à la paroi in- 
térieure de l’enveloppe sphérique, d’épaisseur e, découpée 
dans le fond plat d’épaisseur constante F,. Cette traction 
varie avec e; elle est évidemment infinie aux deux limites 
e = o, e = E ; donc il doit exister une valeur finie de cette 
variable, pour laqiielleT sera un minimum. Or cette valeur 
correspond, inversement, au maximum du produit (E — e) e, 
de deux facteurs dont la somme est la constante E; cette 

p; 

valeur est donc s = -i et la substitution dans (36) donne 

'i=\/W^ = \/h 

équation d'où l’on pourra déduire la traction T correspon- 
dante à cette épaisseur 5. 

Maintenant si l'on prend T égal à la traction-limite^ l’é- 
<|uation ( 37 ) donnera l'épaisseur E que devra avoir le fond- 
plat, pour que la limite d’élasticité ne soit pas dépassée 
dans l’enveloppe sphérique d’épaisseur moitié que l’on y 
découperait, ni très-probablement dans ce fond-plat lui- 
mème, auquel on laissera toute sa matière. L’équation (3y) 
permet de comparer E à l'épaisseur e (33) de la paroi cy- 
lindrique. Si le cylindre proposé était dans les circonstances 
du problème IV’, 011 trouverait, de la même manière, pour 
l'épaisseur E' de la paroi plane, comparée à celle e' (34) 
de la paroi cylindrique. 


(38) 



Exemple. Le cylindre a un mètre de diamètre ou o"‘,5 
dcraj'on (R ou R') ; on a trouvé que son épaisseur (cou e') 
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(luil cire de un centimètre, ou o^jOi; on conclura de la 
■dation (37) ou (38) que, si l’on veut fermer ce cylindre 
par un fond-plat, il faudra donner à ce fond sept centi- 
mètres d’épaisseur. Ce qui montre bien tout le désavantage 
des parois planes. 
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DIX-SEPTIÈME LEÇON. 

ENVELOPPE SPHÉRIQUE. — MÉTHODE 
D’INTEGRATION. 


Prohlèmc 0cnéral de l’cquilibrc d'claslicUé de.<t enveloppes sphériques. — 
Équations de Iclaslicitê constante en coordonnée.*) sphériques. — Méthode 
d’intégralion par groupes successifs 


§ CLX. 

ÉQUILIBRE DES ENVELOPPES SPHÉRIQUES. 

Le seul exemple que l’on puisse donner aujourd’hui, de 
la marche à suivre, lorsqu’on se propose d’intégrer complè- 
tement les équations ( a5 ), § CLIY, pour un corps de forme 
définie, est celui qui concerne l’éijuilibrc intérieur d’une 
enveloppe sphérique, homogène et d’élasticité constante, 
dont les parois sont soumises à des pressions ou à des trac- 
tions connues, différant d’un point à l’autre de ces parois. 
Tel est le problème qu’il s’agit de résoudre. Il faut d’abord 
traduire en coordonnées sphériques, toutes les équations 
qui se rapportent à l’équilibre d’élasticité; opération que 
les formules transformées de la leçon précédente, rendent 
très-facile. 

Le rayon des sphères concentriques étant r, la latitude ip, 
la longitude <j<, posons ici 

( I ) P = r, p, = î , P) = '!< , 

et désignons, pour simplifier, cosp et sinp par les lettres 
c et a. Les valeurs actuelles, des ares ds,, des paramètre» 
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(liirérciilii-ls h„ cl des six courbures, seront 


rcdSf, 

I 

— î 

rc 

I I 

Eiuployoïis maintcnaiu les IcUres (U, V, W) jx»ur repré- 
senter les projections du déplacement très-petit de M, sur 
le rayon, sur la tangente au méridien et sur la perpendicu- 
laire à son plan ; ou bien posons 

(3) R=U, R,=V, R, = W. 

Enfin désignons par (R»» ‘f’o) les composantes, suivant 
les mêmes directions, de la résultante des forces extérieures, 
rapportées à l’unité de masse ; c’est-à-dire posons encore 

( 4 ) F = R,, F, = <t)., F, = '1',, 

Par la substitution de ces diverses valeurs, les expressions 
(i3), §CLII, des composantes (A;, G,) deviennent 

I A = » + =,(^j, 

A / '/V U a V\ 

A, = XO -t- 2fi ( — — H 1 — — j, 

\rcai)/ r e r y 

^ / ,/V dW a \V\ 

^ /rfW rfU w\ 

\ dr r J 

( dV dV V \ 
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ul celles (9), ^ CLl, de la dilatation cubic[ue 0 , jieuveiit 
s'écrire ainsi : 


( 6 ) 


1 A ' / 

I ~ ~c \ dr 


9 = 


dr 


U 

• 2 — 


dcr\ drVf\ 

df d^ ) 

I d\ a V I rfW 

r dtf c r rc 


Puisqu'il s’agit d’une question d'équilibre, les dérivées 
par rapport au temps n’existent pas. Alors l’équation (29), 
§ CLV, qui régit la foiu'tion d, est simplement A ,0 = o, et 
si, pour simplifîer les équations suivantes, on pose 


(7) 



A 




-t- 2. fi 




on aura pareillement o, ou bien, par l’expression 

générale des A,, § XIV, écrite avec les /»,• (2), et après la 
suppression d’un facteur commun, 


( 8 ) 


d/’ÿ^ dc^ . 

dr I nç I «’.t 

dr c t{f c’ rfij/’ 


ou encore, en prenant, avec Laplace, sin rf o\ix pour para- 


mètre des cônes de latitude, c’est-à-dire remplaçant 
et e’ par (i — a’), 


d. 


T, P®'- 


( 9 ) 


Tr 

dr 


f/ a 


d^ 


Enfin, de tout ce qui précède, il résulte que les équa- 
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lions (25), du § CLIV, devicnnonl 


(10) 


1 d iJl, 

dr 


1 

d ^ 

_ te ^ — • 
dr 

} 


d^ 

\ dr 

d-^ 


1 d,\. 

d^Si^ 

I dS 

\ df 

dr 

~c 


-+- r’cR, -» 
H- 

â 

^0-9 
H- 

. S 


et que les fonctious-de-point ill>, r) doivent se déduire 
des (U, V, W), par les relations 


(>*) 


dr'^ 

dreVn 

d’if 

d^ 

dreVi 

rfü 

dr 

d^ 

d\i 

dry I 


dr — c ‘ * 


§ CLXI. 

ÉQUATIONS A LA SURFACE. 

Abordons maintenant la question posée, en commençant 
par établir les équations dites à la surface. Imaginons un 
milieu solide indéfini, en équilibre d'élasticité, et dans le- 
quel sont tracées deux sphères concentriques ayant les 
mêmes rayons, r, et r©, que les parois, extérieure et inté- 
rieure, de l'enveloppe dont il s’agit. Ce milieu comprendra 
trois parties : la première, D, intérieure à la sphère de 
rayon Tq, la seconde, E, comprise entre les deux sphères, 
la troisième, G, extérieure à la sphère de rayon r,. Si, d’a- 
bord, on veut supprimer, la partie G sans troubler l'étal 
d eejuilibre des deux autres parties, il faudra appliquer, 
sur chaque élément plan de la sphère de rayon r,, des 
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(îllbrts ([iii rcmplactîni les composantes C^,), des 

forces clastiipies que G, extérieur, exerce surE, intérieur. 
Si, ensuite, on veut supprimer la partie D sans troubler 
l’état d’équilibre de la partie E, il faudra appliquer, sur 
chaque élément-plan de la sphère de rayon To, des efforts 
qui remplacent les composantes ( — A, — îr,, — e,)odes 
forces élastiques que D, intérieur, exerce sur E, extérieur. 
Cela fait, la partie E restante sera absolument dans le même 
état d’équilibre d’élasticité que l’enveloppe sphérique pro- 
posée, Ji les (A, îi,, ê,), sont précisément égales aux com- 
posantes correspondantes ^i) des efforts appli- 

(|ués sur la paroi extérieure, et si les ( — A, — 
sont précisément égales aux composantes correspondantes 
( — 51^0» — — ^o) des efforts appliqués sur la paroi 
intérieure. 

On a deviné, sans qu’il fût nécessaire de le dire d’avance, 
que les (A, t,, T,) étant les composantes (a) des forces 
élastiques exercées sur tout élément-plan perpendiculaire 
au rayon, les indices i,o, donnés aux parenthèses qui les 
groupent, indiquent qu’elles les prennent avec r=r,, 
/*=/„•, que ()ï>i, ^Tl,, Ç,) sont les fonctions connues de 
(?? H'd représentent respectivement les composantes des 
efforts externes, suivant le rayon, suivant la tangente au 
méridien et suivant la perpendiculaire à .son plan^ qu’enfîn 
( — O'C-o, — — ^o) sont les fonctions connues de ( 9 , {ji) 
qui représentent les composantes des efforts internes, sui- 
vant les directions de même définition; toutes ces compo- 
.santes étant rapportées à l’unité de surface. [Dans les nou- 
veaux groupes ( , OX, , la lettre , ou le symbole 

des composantes tangentiellcs, désignera particulièrement 
celle qui est parallèle au plan de l’équateur.] 

En résumé , les équations à la surface , qui sont au 
nombre de six , seront définitivement données par les 
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formules 



«■rites deux fois, l’une avec l’indice i seul, l’autre avec 
l’indice zéro. 

§ CLXII. 

ABSTKAtTION DES FORCES EXTERIEFHES. 

Si l’on substitue dans les équations (lo) les valeurs (i i) 
et (6) des (iV, ii!>, r) et 6, on aura les trois é<]uations aux 
différences partielles du second ordre, linéaires et simulta- 
nées, que doivent vérifier les trois fonctions (U, V, AV ) des 
variables (r, Il faudra ensuite intégrer généralement 

ces trois équations, et déterminer les arbitraires introduites, 
de telle sorte que les fonctions obtenues vérifient les six 
équations ( 12 ), quand on y substituera r, , r», à la variable r. 
Tel est effertivement le problème d’analyse qu’il faut ré- 
soudre. 

Les intégrales générales des (L, V, W) doivent com- 
prendre deux groupes de parties distincts, l’un que nous 
désignerons par (Uo, V,, AV„), destiné à faire disparaître, 
lors de la vérification, les termes en (Ro, Ÿ») dans les 
trois équations aux difl'érences partielles, l’autre, que l'on 
peut appeler le complément intégral, et (|ui vérifiera ces 
mêmes é<|ualions. abstraction faite de leurs tenues connus. 
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Nous supposerons d’aLord que les termes en (Rg, d>,, 'Fg) 
n'existent pas ; comme s’il s’agissait d’étudier les eflets uni- 
quement dus aux efforts appliqués sur les deux parois. Les 
(U, V, W) ne se composeront plus, alors, que du second 
groupe, ou du complément intégral. Et, quand la question 
posée sera ainsi résolue, nous indiquerons la modification 
que devra subir la solution trouvée, lorsqu’on introduira 
certaines valeurs, les plus ordinaires, des composantes 
(Rg, 4 >o, Ÿg), et le groupe correspondant (U», \ g, Wg). 

§ CLXIII. 

INTÉGRATION PAR GROUPES SUCCESSIFS. 

Pour obtenir les intégrales générales (U, V, W) corres- 
pondantes au cas où les (Rg, d>g, Ÿ,) n’existent pas, il n’est 
pas indispensable d’effectuer complètement la substitution 
indiquée, ou de former, dès l'abord, les trois équations aux 
différences partielles qu’il s’agit d’intégrer. On peut, en 
quelque sorte, décomposer l’intégration totale en trois par- 
ties, ou plutôt en trois phases : i° intégrer la fonction .f 
ou 0 (7), qui est régie par l'équation (8) ou (9) 5 a“ substi- 
tuer ensuite cette première intégrale dans les équations (10), 
et intégrer les fonctions ift, r) 5 3 " enfin substituer ces 
secondes intégrales dans les relations (11), et intégrer dé- 
finitivement les fonctions (O, V, W). Telle est la marche 
que nous allons suivre. 


§ CLXIV. 

FORMATION DES TROIS GROUPES. 

Des trois groupes qu’il s’agit d’intégrer successivement, 
le premier (8) ou (9) se réduit à une seule équation. Le se- 
cond (10) doit être complété: car, les termes en (Rg, «I>g, Ÿg) 

ao 
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■rexisiaiil pas, si l'on ajoute les trois éijuations (lu) après 
les avoir didérenliées, la première en la seconde en 
la troisième en <p, on aura zéro pour premier membre, et 
le second membre sera pareillement nul, puisque la fonc- 
tion rf, supposée connue, vérifie l’équation ( 8 ); ce qui 
donne une identité: le groupe (lo) ne comprend donc que 
deux é(|uations qui soient distinctes, et serait conséquem- 
ment insuffisant, pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (X, ill), r). 

Mais,, si l’on fait subir au groupe (i i) la même somma- 
tion, après les mêmes difTérentiations, on aura encore zéro 
pour premier membre, et le second membre devra être 
pareillement nul ; ce qui exige que les fonctions (-t , it!>, r) 
vérifient la dernière des quatre équations 

d’if dif dr 

dV dX_ d$ 

dr d’if ^ d<f' 

dX </■()•, I 

d^ dr c d if 

dr‘‘ X I 1 dT 

— 1 ^ — ï 1 ï jT ~ “ » 

dr c d ^ c' d’^ 

outre les trois premières, (jui ne sont autres que les (lo) 
sans les (R», ‘b,, Ÿo)* 

Le troisième groupe (ii) a pareillement besoin d’être 
complété : car, en opérant de nouveau, sur lui, la dernière 
sommation indiquée, on aura une identité, puisque les 
fonctions (X, ifî), r), maintenant supposées connues, véri- 
fient la dernière (i3); ce groupe (ii) ne comprend donc 
que deux équations qui soient distinctes, et serait consé- 
quemment insuffisant pour déterminer, à lui seul, les trois 
fonctions (11, ^V). Mais la fonction 0 ( 7 ) étant mainte- 
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nam supposée connue, par la première (6) donnera 

dr* U I r/crV 

dr c d^ ' d^ 


(i4) 


I drrW 
.. ... 


pour une quatrième équation que les (U, V, W) devront 
vérifier. 


§ CLXV. 

FONCTION DU PREMIER GROUPE. 

# 

Ainsi les trois groupes, à traiter successivement, sont ; 
i” l’équation (8) ou (9); 2” les quatre équations (i3)^ 
3 ” les équations (11) et (i4). Occupons-nous du premier. 
L’équation aux diÜerences partielles (9), et ses diverses 
intégrales sont trop connues, pour qu’il soit nécessaire 
d’entrer ici dans de longs développements ; il suffira de défi- 
nir, succinctement, les éléments qui doivent composer la 
fonction cf, et de préciser la forme qu’il convient de donner 
à son intégrale générale, dans la question actuelle. 

La fonction rf doit se composer d’une somme indéfinie 
de termes simples, qui vérifient séparément l’équation (9) ; 
chaque terme simple est le produit RQP de trois facteurs, 
qui ne varient chacun qu’avec l’une des coordonnées, sa- 
voir : R avec r, Q avec (p, P avec <p ou « ; ce produit, sub- 
stitué à rf dans l’équation (9), donne 


dr^ 


(. 5 ) ^ 


.. ..dP d^Q 

—— d(i — a*)-— — ^ 

dr dot I d(x^ 

dr P dot. ~^Qi — a 




et la vérification nécessaire de cette équation exige : 1° que 
le facteur R satisfasse à l’équation différentielle 


(16) 


dr 


dR 


dr 


— n[n -j- 1 ) R = O , 


20. 
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où n «St un nonilirc entier (|uelconqu«, et (|ui admet les 
deux intégrales particulières 


(-7) 



a” que le facteur Q satisfasse à l'équation différentielle 


(. 8 ) 



/'Q = o, 


où l est un nombre entier, et qui admet les ileux inté- 
grales particulières 


('9) 


= cos/>|<, 
= sin /ij/ ; 


3” que le facteur P vérifie l'équation différentielle 


(ao) 





déduite de (i5) à l’aide des (i6) et (i8); / et /i étant les 
deux nombres entiers, introduits dans le terme simple par 
les facteurs R et Q. 

Cette équation différentielle (ao) est vérifiée par l’inté- 
grale particulière 

a(2/i — i) 

[n — l]{n — l — i)(n — l — 2 ){/i — / — 3) 

2 . 4 ( 2 /» — 1 )( 2 /» — 3 ) 


(2l)P=(l-«’)’ 



seule admissible dans la question actuelle, qui exige en 
outre que l’entier / ne surpasse pas l’entier n : car, la fonc- 
tion ef ne doit pas contenir de ternies à puissances néga- 
tives de 2 , lesquels la rendraient infinie pour oc = o, ou sur 
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le plan de l’équateur qui comprend des points apparteuanl 
à l’enveloppe sphérique proposée; « et l étant entiers, et 
ti — l positif, la série, qui forme la parenthèse (21), se ter- 
mine au terme en a', ou en a“, suivant que n — l est im- 
pair ou pair. 

Les deux intégrales particulières (17) de R sont admis- 
sibles : car l’enveloppe sphérique ne s’étendant, ni jusqu’au 
centre, ni jusqu’à l’inGni, les valeurs l’inGni et zéro de r 
n’appartiennent à aucun de ses points. Les deux intégrales 
particulières (19) de Q, qui ne deviennent inGnies pour 
aucune valeur réelle de sont pareillement admissibles. 

Avec les éléments ainsi déGnis, l'intégrale générale, de 
notre fonction-de-point if, peut se mettre sous la forme 

(22) P, 

où ^ et ^ représentent , pour simpliGer, les deux facteurs 
en i{i 

t I = A ros/j -t- Csin 

(23) , 

' ' ( Ç = B cos /ij- -t- D sin /iji . 

Chaque terme est particularisé par la fonction P (21), ou 
par le couple de valeurs des entiers / et n; (A, B, C, D) 
sont des constantes arbitraires, différant d'un terme à un 
autre. 11 doit y avoir autant de termes que de couples (/, n) 

admissibles. Le signe ^ accuse donc une double série, il 

remplace l’une ou l’autre des deux indications 

/=n 

V 

/ = O 

V 

ff = / 
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c|ui ('orn‘S|)ondent à deux modes de grouppemeut diflié- 
rents. 

S CLXVl. 

FORMES DE LA SÉRIE INTÉGRALE. 

Dans le premier mode, on réunit tous les termes de 
.f (aa) dans lesquels n a la même valeur, pour en former un 
groupe partiel; la série totale comprend autant de groupes 
distincts qu’il existe de valeurs de n depuis zéro jusqu’à 
l’infini, et chaque groupe partiel autant de termes que de 
valeurs de / depuis zéro jusqu’à n, c’est-à-dire n -f - 1 termes 
renfermant 4« a constantes arbitraires. 

Dans le second mode, on réunit tous les termes de # (aa) 
dans lesquels / a la même valeur, pour en former un groupe 
partiel ; la série totale comprend autant de groupes distincts 
qu’il existe de valeurs'de / depuis zéro jusqu'à l’infini, et 
chaque groupe partiel autant de termes que de valeurs de n 
depuis / jusqu’à l'infini, c’est-à-dire une infinité de termes 
et de eonstantes arbitraires. 

Le premier mode de groupement rappelle les fonctions 
Y„ de Laplace, et est exclusivement employé dans la Méca- 
nique céleste. En physique mathématique, et notamment 
dans la question qui nous occupe, il faut essentiellement 
adopter le seeoiid mode, quand il s’agit de déterminer iso- 
lément les constantes arbitraires. Il y a indilTérence lorsque 
ces constantes sont connues, et que la fonction .f (aa) n’a 
plus rien d’indéterminé; on choisit alors le groupement de 
ses termes qui convient le mieux aux conséi|uences qu’on 
en veut détiuire, ou aux applieations qu’on en veut faire. 

$ CLXVll. 

INTÉGRATION DU SECXIND GROUPE. 

La fonction S étant intégrée, passons au second groujie 
(i3). Les intégrales générales des fonctions (-t-, xi!>, r) com- 


Di. 


hy C .OJ^Ir 
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prendront chacune deux parties; les premières parties, que 
l'un peut appeler cssentielle.s, et que nous désignerons par 
(X„ 1)1,,, r,) étant destinées à faire disparaître, lors de la 
vérification, les seconds membres, maintenant supposés 
eoniius, des équations aux différences partielles linéaires 
(i3); les secondes, ou le complément intégral, que nous 
désignerons par (tl,', iB>', f'), devant vérifier les mêmes 
équations, lorsque tous les seconds membres sont zéro. 

Les (.te', Di,', r'), devant annuler les premiers membres 
des trois premières (i3), ne seront autres que les dérivées 
d’une même fonction -f' des variables (r, <p. ip), on peut 
donc poser 


(25) 


. 1 / 


tir ’ 



</.r 

tip ■ 


Or, ces valeurs, étant substituées dans la dernière (i3), 
reproduisent, en l'équation (8) ou (9); donc la seconde 
fonction introduite, -'’f', doit être de même forme (pie.'f (22), 
et on peut l’écrire ainsi 


(26) 


et ^ représentant, pour simplifier, les facteurs en 

|Ç'= A'cos/4.-t-C'sin/,|<, 

, |i;' = B'cos/|-(-D'sin/,;,, 

(A', B', C', ly) étant de nouvelles constantes arbitraires, 
différant d’un terme à l’autre de la double série (26). 

Avec le complément intégral (■Xf, iii,', r'), on peut ne 
prendre pour (-<.■„ r,) que les valeurs strictement essen- 

tielles, et les plus simples jwssible. Or, il se trouve que «t-, 
peut être nul, et que la vérification des ixpiations (i3 ) com- 
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plètcs est obtenue quand on prend 


.1. = O, 


(28) 


ti!). 






r"*' 

nr” / c 


n -f- 1 

r«+> 

e 



»-hl 

UT* 

) d.' 


les (Ç, étant ceux de la série ^#(22). En effet, ces va- 
leurs donnent d’abord ^cn se rappelant, ici elconstamment. 


quec^ = 

%)' 



dV, 0 

rfr “‘‘m 

/ Ç \ rfP di 





d\>\,, 1 c 



dr c k. 

5 \rfij. !•*' / c dY 


et puisque'^ est ici nul, la seconde et la troisième (i 3 ) 
sont vérifiées. 

Ensuite, les facteurs ^ et ^ satisfaisant à l’équation (18), 
et le facteur P .2 l’équation (20), on a identiquement 



et les dérivées, en ij/ de en f de r,, pouvant alors se 
mettre sous la forme 


'Ül 

il y 


— O + I 






r 

c 


+ P, 
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on a, pour leur difiercncc 


~d^ 





ce qui vérifie la première (i3). Enfin, la quatrième du 
même groupe, qui sc réduit à 


c' rfiji dm 


puisque est ici nui, est évidemment vérifiée par les va- 
leurs (a8) de ili>, et r,. 

Eu résumé, les intégrales générales des fonctions 'Ul>, r) 
du second groupe, sont 

I «V, = ,1» 

(ag) I Db = tft., -H 

( r= r, -H r'; 

les Tib,, r,) ayant les valeurs (a8), déduites de l’an- 
cienne fonction 3 (aa), et les "itb', r') les valeurs (a5), 
dérivées de la nouvelle fonction ^ (a6). 


§ CLXVIII. 

INTÉGRATION DU TROISIÈME GROUPE. 

Les fonctions (X, i)b, r) étant intégrées, abordons le 
troisième et dernier groupe (ii)et (i4),qui est 

drc\S 


(3o) 


dr 


d’il 

dre Vf 

duj 

rfU 

= Hc.t» 

dr 

dff ■ 

— C UO y 

d\S 

drV 

I 

d^ 

dr 


dcr\ 

1 dreVf 


df 


d-^ 




-r=.î. 
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Les intégrales générales des fonctions (U, V, W ) se com- 
poseront chacune de trois parties; les premières parties, 
qui peuvent être désignées par (L',. V,, W,), étant desti- 
nées à faire disparaître, lors de la vérifieation, les termes* 
des seconds membres des équations (3o) provenant de la 
fonction primitive .f; les secondes parties, qui peuvent être 
désignées par (L', W'), étant destinées à faire dispa- 

raître les termes provenant de la seconde fonction ,f': enfin 
les tioisièmes ]>artics, ou le complément intégral, que nous 
désignerons par (U", V", devant vérifier les équa- 

tions (3o), lorsque tous les seconds membres sont zéro. 

Les (U", rV", reW"), qui doivent annuler les premiers 
membres des trois premières (3o|, ne seront autres que les 
dérivées d’une même fonction 'f" des variables (r, 9 , i|<).On 
peut donc poser 


(3.) 




reW 



or, CC.S valeurs, annulant le premier membre de la der- 
nière (3o), reproduisent, en -f", l’équation ( 8 ); donc la 
troisième fonction, ,f", doit être de même forme, <[iie 
( 22 ), que -r ( 26 ), et l’on peut l’écrire ainsi 


( 32 ) 




J" et ^ représentant, pour simplifier, les facteurs en 


( ï" = A" cos l-h -t- C" sin /ij/ > 

(33) 

I r = B" cos/ij. -H D^sinf^-, 

(A", B", C'', D") étant encore d’autres constantes arbitraires, 
différant d’un terme à l’autre de la double série (3a). 

Les (U', r\', rc^\'), devant strictement vérifier les équa- 
tions (3o), lorsfjue les (-t.i)!., f) des trois premières sont 
remplacés par les (-V/, ni/, I’') ou jtar les dérivées de cl 
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que la quatrième a zéro pour second membre, sont absolu- 
ment dans le même cas, relativement à la fonction que 

à 

l’étaient, pour le groupe (i3), relativement à 
la fonction rf ; on peut donc poser 


(34) 





i-if /î-f-i 


S I r"-*-' X! \ dp 

l' — I -7- ’ 

\ n-\-\ nr^ J da. . 


en changeant simplement les facteurs (^, des ( 28 ) en 
et le groupe (3o), réduit à ne contenir d’autres 
termes que ceux provenant de -f', sera vérifié par les va* 
leurs (34)» puisque le groupe (i3) complet est vérifié par 
celles ( 28 ). . 

Les (U^, V,, W^), qui restent à composer, doivent 
strictement vérifier le groupe (3o), réduit à ne contenir 
d’autres termes que ceux provenant de ^ ; c’est-à-dire avec 
les ( Jpp, aPo*; r^) rais au lieu des (A, i)'o, r) dans les trois 
premières équations^, et avec le second membre conservé de 
la quatrième. On conçoit qu’en considérant un seul terme 
de if ( 22 ), et les transformations qu’il subit pour entrer aux 
seconds membres des (3o), on puisse assigner la forme des 
termes correspondants des { 1 }*, rV^, reW,) qui, différen- 
tiés comme l’indiquent les premiers membres, feront dispa- 
raître, lors delà vérification, les transformées de ce terme 
unique. La forme de ces termes correspondants étant recon- 
nue, leurs coefficients se déduiront facilement du rôle 
même qu’ils doivent remplir. (Cet emploi de la méthode, si 
connue, dite des coefficients indéterminés, ne rencontrant 
ici aucune difficulté, et n’offrant rien de nouveau, on peut 
poser synthétiquement les résultats, puis vérifier qu’ils 
atteignent le but proposé.) On arrive ainsi aux (îxpressions 


3i6 

suivantes : 


LEÇO^S 



les coefficients (y, |3, /, p') ayant les valeurs 


(36) 


(« -t- 2) C — 2 0 
2a(2/J-f-3) ’ 

(« + 1 )e -t- 2 « 

20 ( 2 « -f- 3](/J l)’ 



(n — I )c + 2 n 
2fl (2rt — 1) 

ne — 2 fl 

\ — ’ 

2fl (2n — i) n 


dans lesquelles les coiistaules e et a représentent, pour sim- 
plifier, les sommes 


(37) 


ez=-y-\-^ I 

,a — c= IX. 
fl = X -t- 2 (i 1 

Constatons la vérité de ces expressions. 

On a d’abord identiquement, par les dernières (35), 


~7f 


<ircW, 


O, 


cl, puisque .1-,, qui remplace X, est nul, la première (3o) 
est vérifiée. Ensuite, les coefficients (36) conduisent aux 
.deux identités 


("-t-2)P — 7 = 




d’où résulte que les (35) donnent les valeurs réduites 

/ 

rfj/ \ f/J» n 1 




tir 

d\]. 


dif 

dr\, 

dr 


fP, 


O fl -t- 1 nr“ J ^ a. 
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lesquelles sont respectivement égales à cilîi, et à ^r,, d’après 

les ( 28 ); ce qui vérifie la seconde et la troisième (3o) avec 
r,) au lieu de (vîi, r). Enfin, les coefficients (36) don- 
nanties identités 


«(« 4 - 1) P — (/I -t- 3)7 : 
(n — 2)7' — n(«4-i)p'; 


U 

: “■ ï 

a 


et l'équation différentielle ( 20 ) donnant la relation 


rfP 
d a 


P, 


on déduit des (35) la valeur réduite 
rreV 


dr'V, derV, dre Vf, _ Q /. 

dr du c* <ÉiJ/ fl 5 V 




c’est-à-dire la dernière (3o) est donc vérifiée. 


§ CLXIX. 

INTÉGRALES DÉFINITIVES. 

En résumé, les intégrales générales des fonctions 
(U, V, W) sont 

/ U = U. -t- U' -t- U", 

(38) ) V = V, -I- V' -I- V", 

( W=W,-+- W'-HW", 

les (U„ V„ W,) ayant les valeurs (35) déduites de la pre- 
mière fonction .f ( 22 ), les (E', V', W') celles données par 
les ( 34 ) déduites de la seconde fonction .f' ( 26 ), et les 
(U", V", W") celles données par les (3i) dérivées de la 
troisième fonction ( 3 a ) . 
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Il y a lieu de penser que la méthode d'inlégraiiuii, expo- 
sée dans cette leçon, et qui, comme on le verra, conduit au 
but proposé pour les coordonnées sphériques, serait encore 
celle qu’il faudrait employer, pour tout autre système de 
coordonnées. Car, les trois groupes à traiter successive- 
ment, sont aussi nettement dessinés, dans le cas général de 
la leçon précédente, et même dans le cas de la feuille C, que 
dans celui qui nous occupe. 
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DIX-HUITIÈME LEÇON. 

ENVELOPPE SPHÉRIQL^. — MÉTHODE 
D’ÉLIMINATION. 


Suite (hi problème de roquiUhre d’élasticité des enveloppes sphériques. — 
Formes essentielles des intéf^ralos f^énérales et des équations a la surface. 
— Isolement des coeflirients par deux éliminations successives. 


§ CLXX. 

FORME DE.S IMÉGRALES GÉNF.RALFJn. 

Les inlégrales générales, établies dans la leçon précé- 
dente, contiennent trois séries quadruples de constantes 
arbitraires, introduites par les trois fonctions Les va- 
leurs de toutes ces constantes doivent être nécessairement 
déterminées par la seule condition, que les intégrales obte- 
nues vérifient les six équations à la surface, quand la varia- 
ble /• devient .successivement r, et r„. Cette détermination, 
qui fera l’objet de la leçon actuelle, montrera clairement, 
qu’il est essentiel de pouvoir disjwser d’une fonction 
jiour chaque couple d’équations à la surface, et que les trois 
fonctions, successivement introduites par notre méthode 
d'intégration, étaient les seules qui pu.sscnt résoudre le pro- 
blème posé. 

Partant des équations (38) du dernier paragraphe, rap- 
prochant les groupes partiels indiqués, réunissant les ter- 
mes qui ont la meme fonction P ou sa dérivée, substituant 
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les el uu'tlant les {cos/ip, sin/ip)cn fadeurs 

rouimuiis, on pourra écrire les intégrales générales des 
(U, V, W) et 0, sous la forme suivante: 

U = ( G ros /ij' 

V = ^ (Hcos/>J( + ,')sin/iji)c^ 

— (,*)' cos/ ij< — 

W = ^ (/) cos /■{/ — H sin /r|() — 

-h ^ ( H' cos/'|< + sin /4 p)c ^ , 

0 = ^ R cos /i|/ 4 - ^ A sin /ij/) P ; 

a remplaçant la somme (X -t- ap), et les coefficients étant 
les polynômes en r, à quatre et à deux termes, donnés par 
le tableau 

(/H-ilB* y' B 
(/i + i)D" y'D 

g = «C'/-- yCr-- ^ 


(’O 


H' = 


A"r-' 


C"r"-' 

— pCr"+' 

D" 8'D 

•+• TTTi ~ ’ 

A'r" 

B' 

B 

R — A r" -1 

IV AT 

/»-(- I 

* 


C'r" 

D' 

D 

•ft — r r" 1 ■ 

/Ï-+- 1 

nr^' * 



5 ' = 


où les constantes (y, /, ^') ont les valeurs (36) du 
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5 Cl,XVIIl. l.a forme des inléj^rale.s (i), si naturcllemciit 
amenée par la méthode que nous avons suivie, conduit 
direelcment à la solulion eherchée. 


§ CI -XXI. 

KXPRESSIÜNS DES FORCES EL-ASTIQUES. 

Il s'agit d'introduire les valeurs (i) dans les é<{uations .à 
la surface, nésignons actuellement les (A, Cf, G,), qui re- 
présentent les composantes des forces élasti<|ucs exercées 
sur tout élément-plan perpendiculaire au rayon, par les 
nouvelles lettres ( OR., G), leurs expressions (5), § CI-X, 
.s’écriront ainsi 




>9 2 U 

dr 


(3) 


on. 




G = ; 


dV 

\rr rfifi 


WN 


dr 


Si l'on y substitue les valeurs (i), en se rappelant toujours 

d. d. . , 

que — = c’ et en posant, pour simpliiier, 

j -CR -f- 2fA— =K, -C.sl-I- 2pi — d =3C 

la dr a dr 


(4) 


dË 

dü' 


dr 


C ‘‘t 


S' 

d^ 


dr 


= K1 


21 
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» 

ces expressions (3) se iiictlciU délinilivcmcnl sous la forme 
i ^ ^ (K cos/*}-h ac sill/r|»)P, 

i an = ^ (L cos/\{^ -f- sin/^pjr — 

f ê=^(4^cos/-} — L sin />{/) — 

1 -f- ^ (L'cos/^-f-^'sin/J»)c 

' • 'w, ' dx 


qui reproduit celle (i) des (U, V, W). 

En vue des applications, et de plusieurs conséquenres 
importantes, il convient de donner ici le développement des 
coefficients (4). D’ailleurs, quand ou passe des inté- 
grales (i) aux expressions (5), il est nécessaire de savoir 
où SC placent les douze constantes CO^, DOa J,, 

introduites par les termes simples des trois fonctions primi- 
tives pour déterminer définitivement les valeurs de 

ces constantes, et assigner le rôle qui appartient à chacune 
d’elles, dans la solution générale. 

Si l’on complète les groupes ( 37 ) et (36), § CLXVIII, 
par rintroduclion d’une nouvelle somme ô, et dj^ quatre 
nouvelles constantes [7^'\ en posant 

I X-f-p = c, \ -j- 2 fx = a f 3X-f-9,p=è, 

_ (//H-i)(//H-2)c--^ 
a { 2 /J — I ) ’ 

a [2 n — i)//' 

des six coefficients (4), s’é- 


I ’ ,,_//(// —i)c — 

(6) < ^ ^ a{2n + 3) ’ 

f p//_ {/i-hiyr — a 
I ^ fl ( 2« -f- 3 } ( // -f- I ) ’ 

les rapports à la constante / 2 , 


3a3 


SL'n LES COOBI)ON^ÉES CtRVlLIf.AES, ETC. 
Clivent cüiiiine il suit : 


— =; 2 // ( // — I ) A" r“~’ — y" A r" 


(7) 


£C 

L 

(* 


• f* 




= 2n(n — i)C'V" 

— 7 "Cr- 

2 («-I- I )(/!-)- 2) D" ^ y^D 



= ?. (/ï — 1 ) A” /■"“ 

•— p"Ar" 

^ - 4 - ?.) B"' 

3 " B 


,.«+1 ' 

II 

î 

> 

• 

i 

— p"Cr* 

2 (« 4- 2 ) D" 




_ (n — 1) A'r— , 

(n + 2)B' 

« -t- I 

z/r "+2 ’ 

_(n-i)C'r— , 

(«-|- 3 )D' 

n 1 



Ainsi, les quatre premiers coefficients ( 4 ) sont des poly- 
nômes semblables, contenant quatre termes ; les deux der- 
niers sont des binômes semblables ; et les exposants de r, 
dans le second groupe, ne se trouvent pas dans le premier. 


§ CLXXll. 

FORMES DES EQUATIONS A LA SURFACE. 

Maintenant, pour déduire des expressions (5) les équa- 
tions à la surface, il suffit d’y donner successivement à la 
variable r les valeurs r» et r,, dos rayons appartenant aux 
parois, intérieure et extérieure, de l’enveloppe sphérique, 

21. 
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el (Je l<;s éi;aler lespeclivcmenl aux six fondions ilonnees 
(le (ç, ({(), (l(}signécs, au § CLXI, par (Xoî ^o) cl 

( DLj, OILj, C,) *, les trois premières fondions étant Jes com- 
posantes des ellorts appliqués sur la paroi intérieure, prises 
avec un signe contraire, et les trois dernières les eoinpo- 
santes des efforts appliqués sur la paroi extérieure, prises 
avec leur signe, ('e qui donne 

I ^ (K, cos /^{; H- Df ,■ sin l^)P= 

^ (L, COS/r{^ ■+■ ^, sin/r{;)c ^ 

(8) \ ~ ^ T “ ’ 

I — L. sin/^j.) ~ 

équations qu’il faut écrire deux fois. Tune avec l’indice 
i = o, l’autre avec l’indice z == i *, ces indices ('tant donnés 
aux coefficients, pour rappeler que, dans les polynômes 
qu’ils représentent, r est remplacé par /q, par r, . 

En ne considérant, dans les séries (8), que les lermes 
qui correspondent h la même fonction P, ou au même cou- 
ple (/, n), on voit qu’ils contiennent douze coefficients, 
maintenant constants, (K,, X, A l’aide du lableail (7), 
ces douze coefficients s’exprimeront linéairement en fonc- 
tion des douze constantes [AV^, introduites 

par les termes au même facteur P des trois séries De 
là résulte, inversement, que si l’on obtient, d’abord, les 
valeurs des douze coefficients, ou en conclura, ensuite, 
celles dos douze constantes, à l’aide de douze équations du 
premier d(*gré, comprenant deux groupes à quatre incon- 
nues, et deux autres groupes à deux inconnues seulement. 


SUR LES COORDONNÉES CLHVILICNES, ETC. Saf) 

Le* problème proposé sera donc résolu, si l’oii parvient 
à déterminer les valeurs, (jue doivent avoir les tleux séries 
sextuples de eocHfi<'ients (K,, DI',,...), pour rendre identi- 
ques les six équations (8). Or, on atteint ce but, en em- 
ployant successivement deux procédés d'élimination, l’un 
fondé sur des lois connues des fonctions sinus et cosinus, 
l’autre sur utic double propriété de la fonction P. 

Comme on l’a vu aux §§ CLXV^ et CLXVI, la série double 

indiquée par le signe ^ admet deux modes de groupement 
difl'érents. De ces deux modes, c’est le second qu’il faut 
adopter ici. Remplaçant donc ^ par l’indication suivante ; 


(y) 


l=x> 


S=2 


1 = 0 


2 


rr=l 


les équatiü'ns (8) prendront la forme 



les séries totales ayant les limites / du premier sigma (9)5 
les séries partielles, qu<; multiplient cos Zip et sin 
ayant les limites n du second sigma (9). 
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§ CLXXIII. 

ISOLEMENT DES SÉRIES PARTIEU^ES. 


Pour appliquer le premier proctklé d'élimination, il faut 
rappeler les théorèmes qui lui servent de base, et qui, tout 
élémentaires qu’ils soient devenus, n’en sont pas moins 
importants. Si / est un nombre entier, les deux intégrales 
définies 

I cos /tjif/»,/, / sin , 

O Jo 

sont nulles, la seconde toujours, la première pourvu que / 
ne soit pas zéro, auquel cas sa valeur est 27:. De ce premier 
théorème, on déduit le suivant : / et /' étant deux nombres 
entiers, les deux intégrales définies 



cos /^Il cos 



sin /■} sin f 


ont la valeur zéro, quand l et V sont dilTérents, et la va- 
leur TT, quand ces deux nombres sont égaux, tandis que 
l'intégrale définie 

ITt 

coilSf sin/'^|/^/^|( 



est nulle dans les deux cas. 

Des deux théorèmes précédents résulte ce corollaire, que 
les deux intégrales définies 



sin’/\|idij/. 


cjui sont égales entre elles, et à k, quand l’entier l n’est pas 
zéro, se séparent brus(juemenl à cette limite, puis(|uc la 
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première devient atr, et (|ue la sccotule s’évanouit. Pour 
éviter les distinctions encombranti-s, qui résultent de cette 
anomalie, nous représenterons les deux intégrales délinies 
(|ui précèdent par le symbole W(, en nous rappelant qu’il 
faudra le remplacer, lors des évaluations numériques, ]>ar 
an ou 71, suivant que l sera ou ne sera pas zéio; la seconde 
intégrale ayant disparu d’elle-mùnie dans le pretnier cas. 

D’après Ces propositions diverses , on isolera, dans les 
équations (lo), les séries p.irtiellesqui correspondent à une 
même valeur de /, en multipliant successivement ces équa- 
tions par les facteurs cos/ijir/i^, sin/ip//ip, et intégrant de 
ip = o à \p = 2 7:. Ce qui donnera 


(••) 


yK,P=-î- f Jl-. cos/J/rfOi, 

Jo 

V 9 CiP=— I ,)t,, sin ; 

»/o 

^ ^ 1>'. — = — r on., sin 

dx ^ c .ai 


ici, tonies les séries des premiers membres, dans lesquelles 
l est tixe et constant , s’étendent de n = l h n = ao ; et les 
intégrales des seconds membres, qui sont définies en ne 
contiennent plus d’autre variable ipie «. 
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§ CLXXIV. 

l’ROPIUÈTÉS DE LA EONCTIÜN l'(a). 


Pour appliquer le second procédé d'élimination, il faut 
établir les propriétés de la fonction P qui lui servent de 
base. Soient P et P deux valeurs de celte fonction, qui cor- 
respondent h la même valeur de /, et à deux entiers différents 
n et /»'; elles vérilieront les deux équations différen- 
tielles [(20) § CLXV] 


(.2) 


de’ 

fia 

” 

(la. 


rfP' 
dr> ^ 
(la 

/’p' 


-t- « ( « 4- I ) P = O , 


f/a 


qui donnent, par l'élimination de /’, 


)]PP'= WLfi 


(/a 


Si l’on intègre cette dernière ét|uatinn, multipliée par fia, 
entre les limites — i et -)-i de la variable a, on a 


{ ■ 3)[/.'K-I- PP'rf«= [c» (p' g -P^) . 


Or, P et P ainsi que leurs dérivées n’étanl infinies pour 
aucune valeur de a, la parentbèse du second membre s’éva- 
'uouit aux deux limites par le facteur c* = t — a*; le pre- 
mier nieinltre doit donc être nul. D’où lésultc que l'on a 
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jic'ccssairenient 


(< 4 ) 



PP'rfa = 0, 


lorsque les entiers n et n' sont différents. 

Quand n' = n^ le premier membre (i 3 ) s’évanouit par 
son premier l'acteur, et laisse indéterminée l'intégrale 
définie 



P’t/ot, 


laquelle ne saurait être nulle, puisque tous ses éléments 
sont essentiellement positifs. Nous désignerons cette inté- 
grale par le symbole tsj*’ , pour indiquer qu’elle dépend à 

la fois des deux entiers l et n. On sait que sa valeur géné- 
rale est 



P>rf« = 2 


n (rfirr)' n {{f^) 


O, 


[Leçons sur les fonctions inverses, p. 246). 

Au théorème (i 4 )) qui est très-connu, il faut en joindre 
un second, qui l’est moins. L’intégration par partie donne 



rfP f/P' J </P 

dOL c* — 

doL doL doL 





d<x 


dOL, 


d'où l’on déduit, en substituant h la dérivée qui se trouve 
sous la seconde int^rale, sa valeur donnée par la première 
équation (12) 
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OU bien, parla Iranspositioii d'nn lermo 


J~ d:z=c^'^P'.tf>(,,+ l) J'pP'fU. 


Si r on prend les trois intégrales (i6) entre les limites — i 
et -f-i de a, le ternie détaché s'annulant à ces deux limites 
par le facteur c’, on a 



rfP dP' , 
— -y- d a- 
dx dx 



P PP' 

— — dx=n 
c’ 



PP'da. 


Le premier membre (17), partage nécessaii'ement les pro- 
priétés du second. C’est-à-dire que, d’après le théorème (i4)) 
on a identiquement, 


(. 8 ) 





— 

c 


— 

c 


• d a = O , 


quand P et P, ayant le même /, dillèrent par n et n, et 
que, d’après la valeur (i 5 ), 




(«) 
'/ ’ 


lorsque les deux fonctions sont égales, ou si n! = n. Ce se- 
cond théorème, (18) et (19), était indispensable pour ache- 
ver la solution. 


CI.XXV. 

ISOLEMENT ORS PREMIERS COEFFICIENTS. 

Le premier théorème (i 4 ) est seul nécessaire pour déter- 
miner les coefficients K,-, DC,-, dans les deux premières équa- 
tions (n). Car il suffit de multiplier l’une ou l’autre de ces 
équations par le facteurP fia, P étant la fonction même que 
multiplie le coefficient dotit ou veut obtenir la valeur, puis 
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d’intégrer entre les limites — i et -f-i de a; ce qui fera dis*r 
paraître tous les autres termes, d’après (i 4 ) i ^ ainsi 


K. = 


J '» -H I 

I POtjCOS/ij/f/rJ/da 


W/ET 




(^o) 


I I PX,- sin 

*/ — I t/'o 


CW* 

cA-i — 


ù)/tJ 


(«) 


Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les 
coefficients qui composent les séries du premier membre 
de la première équation ( 8 ), pour que ce premier membre 
reproduise identiquement les fonctions données 

§ CLXXVl. 

DÉVELOPPEMENTS SIMULTANÉS. 

Les quatre dernières équations (i i) forment deux couples 
semblables à celui-ci 


(21) 


> Ec — -h \ i — = f, 
jLmà d-x ^ c 




dP 


les seconds membres étant des fonctions connues de a ; hîs 
séries des premiers membres ayant le même / constant, et 
les mêmes limites pour //, que les séries du groupe (i i). Il 
s’agit d’isoler les coefficients E, dans ces équations (21). 

Si l’on accentue la fonction P des secondes séries ; si l’on 
ajoute ensuite les deux équations, multipliées, la première 

par le facteur c -p- dct.^ la seconde par — » P étant la fonc- 
*■ doL ‘ c 

tion même qu’emploient les termes ayant le coefficient Fi 
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dont on veiU obleiiiHa valeur; enfin, si on intègre la somme 
obtenue entre les limites — i cl -t-i de a : il ne restera, 
dans la première série de celte somme, que le seul cocfli- 
cient choisi, tous les autres ayant disparu, d’après le théo- 
rème (i 8 ); et l’on aura 


K.n (n -t- i) 




d « 


dV 

lû'~ j 


(loL 




ou bien, l'élément de l’intégrale, que midtiplie chaque 
coefficient C de la série qui reste, se réduisant à W(PP), 
plus simplement 


( 22 ) 


i =/.:'( 


fc~-h/—)doc. . 


Or, la série (22) aux cocflicients C disparait dans tous 
les cas : 1“ par le facteur / s’il est nul ; 2” et si l n’csl pas 
zéro, par le facteur c* de P [( 21 ) § CLXV ], ejui s’évanouit 
aux deux limites. On a donc définitivement 



car le coefficient C s'obtiendrait de la même manière, en 
interveriiss.mt les deux facteurs, lors de la sommation. 
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Avec les coefficients (23), les équations ( 21 ) iloiincnt les 
tlévcloppemenls simultanés de deux fonctions connues de a, 
dans le système défini par une valeur fixe de /, c’est-à-dire 
exclusivement composé avec les fonctions P où ce nombre 
est le même. En adoptant successivement toutes les valeurs 
de /, on aurait autant de développements simultanés dillé- 
rents, d’un même couple de fonctions. Mais, pour le sys- 
tème correspondant à /== o, la simultanéité cesse, les étiua- 
tions ( 21 ) et les coefficients (23) ne donnent plus qu’un 
seul genre de développement distinct, qui est 

(M) 

le coefficient F. ayant pour expression 


(25) 


I 


a a 


n (n -I 




On arriverait directement à cette valeur (a5), en établis- 
sant d’abord ce tbéorèine particulier, i|ue les fonctions P 
où / est zéro, donnent 



quand P et P^ sont différents, et 


( 27 ) J = + 

lorsque P= P, ou n'= n. Résultats qui se déduisent d’ail- 
leurs des formules générales ( 18 ) et (ly), en annulant /. 
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§ CLXXVII. 

LSOIJiMENT DES DERNIERS aiEFFICIENTS. 


Si l’on remplace, clans les formules (a3), f et y par les 
seconds membres de la troisième et de la (|uatrième équa- 
tion (i i), puis F. et C par L, et ( — 1^,), on aura 


(28) 



f/P /P - . \ 

— OR.,- cos /■{< — C, sin /\|) j d^di 

«{«-(- t) .61/ 

f/P . /P \ 

— G/ sin /-Jf — cos /iji j f/iji </« 

//(« -H i) 61 / 


et, si l’on remplace, dans les mc'mes formules, f et j\ par- 
les seconds membres des deux dernières équations ( 11 ), 
puis E et 1 !^ par et I,’ , il viendra 

/ f/P /P \ 

le — OU, sin /il -H — G,co6/i}i 1 dif da 

n(«-|-i)ra<"^ 6 >/ 

/f/P /P \ 

( c — G,cos/-ji -(- ORr sin /i}( 1 rfi(if/a 

f/(n -t- I 61/ 

Telles sont les valeurs générales, que doivent avoir les 
coefficients des séries qui composent les premiers mem- 
bres des deux dernières équations (8), pour que ces pre- 
miers membres reproduisent identiquement les fonctions 
donnc'ics OR,, G,. 
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§ CLXXVIII. 

TERMES INDÉPENDANTS DE LA LONGITUDE. 


Toutes les parties des doubles séries, ou des développe- 
ments simultanés (8), sont maintenant connues ; car, les 
valeurs générales (20), (28) et (29) permettent de calcu- 
ler isolément chacun des coefficients, quelque part qu’il se 
trouve, quand on connaît les deux entiers l et n qui parti- 
cularisent le terme multiplié par ce coefficient. Il peut être 
utile de signaler, particulièrement, les termes pour les- 
quels l’entier l est zéro, et qui dominent, le plus souvent, 
dans les applications; on a alors 


/= « 


( 3 o) 


~ 2îr, ar 


i — ' 

et les expressions générales (20), (28) et (29) donnent 

I I 

I «/ — I •/o 


K, = 


,(«) 


( 3 .) 


^ + 1 çtTt 

I I DR id^ (la 

■■ + ■ ’ 


éK/ — O , 


<,. = 0, 


^ -t- I 2 TT 

t J—l J O 


c —— P,e/Jif/a 
(la 


L', = ' 

27 T 


’ C.= o. 


/I (// -t- I ) 

ün arrive d’une autre manière à ces- valeurs (3i), en 
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annulam / dans le tjroupc pai tic] (i i) : il devient alors 


f ycK.P=o, 

i/o 

V' T J 1 V' ^P 

V’ I ' I •■ Il V’ <!' 


et les coeflieienls aux lettres majuscules doivent être zéro, 
tandis que ceux aux lettres moulées s’oblieniient directe- 
ment, eu s’appuyant sur les théorèmes (i4) et (26). 


§ CLXXIX. 


CONCLUSIONS ET l'H f:\TSlONS. 

Les difliciiltés principales étant levées, on peut regarder 
lu question posée comme étant résolue; puisque louU's les 
constantes, introduites par l’intégration, peuvent se déter- 
miner à l'aide des eoenicients, maintenant connus ; ainsi 
qu’il est dit au § CLXXII. Toutefois, plusieurs de ces con- 
stantes restent et doivent rester indéterminées, comme nous 
l’expliquerons dans la prochaine leçon, qui indiquera, en 
outre, les modifications à faire suhir aux formules trouvées, 
lorsqu’on introduit les composantes (Rj, •!>(,, Ÿo) d’une ou 
de plusieurs forces extérieures. 

I.a solution générale du problème de l’équilibre intérieur 
d’une enveloppe sphérique, soumise à des efforts qui dif- 
fènuit d’un point à l’autre de ses parois, est le premier 
exemple d’un corps de dimensions finies dans tous les sens, 
complètement traité par la théorie mathématique de l’élas- 
ticité. Si le système des coordonnées spliéri<|ues ouvre 
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encore la marche, dans ce nouveau genre de questions, 
cela tient, sans doute, à la faculté qu’il possède, de déve- 
lopper simultanément deux fonctions de sa coordonnée «, 
à l’aide des fonctions P. 

Il y a tout lieu de penser, qu’on ne réussira, dans la 
même voie, avec un autre système orthogonal, qu’en lui 
découvrant, d’abord, la faculté analogue, de développer 
simultanément deux ou trois fonctions, de une ou de deux 
de ses coordonnées. Car la simultanéité dans les dévelop- 
pements des fonctions données, parait être nécessitée, et par 
la simultanéité des équations aux diiférences partielles à 
intégrer, et par la présence simultanée des fonctions inté- 
grées dans les équations à la surface. 

De la leçon actuelle résulte une extension de méthode, qui 
mérite d’être signalée. Quand il s’agit de trouver la loi 
intégrale du refroidissement d’un corps de forme donnée, 
on sait que le problème d’analyse consiste, à intégrer l’é- 
quation générale par une somme determessimples, vérifiant 
tous séparément cette équation , satisfaisant en outre aux 
conditions de la surface, et qui sont multipliés par des coef- 
ficients, d’abord inconnus, que l’on détermine ensuite de 
telle sorte que la série totale reproduise l’état initial. Cette 
détermination s’opère invariablement de la même manière, 
à l’aide d’un théorème général qui permet d’isoler succes- 
sivement tous les coefficients de la série. Il ii’y a de parti- 
culier au coqis proposé, que la forme et les propriétés des 
termes simples qui lui correspondent. C’est uniquement 
dans leur recherche que gît toute la difficulté. 

Chaque terme simple résout, à lui seul, la question posée, 
si l’état initial, ou la fonction à introduire, lui est égale on 
proportionnelle. Si la fonction donnée est une somme li- 
néaire d’un nombre fini de termes simples, ils intervien- 
nent seuls dans la solution. Enfin, si cette fonction n’est pas 
ainsi réductible, tous les termes simples concourent pour 

22 
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résoudre le problème. En un mot, ils s’aceordent toujours 
pour acbever le travail : là, c'est un seul ou plusieurs qui 
s’en chargent; ici, tous ensemble; et chacun d’eux trouve, 
dans son coenicieiil, la fraction qui lui est dévolue. 

Cette marche, cette réduction à une seule difhculté parti- 
culière au corps proposé, ce concours toujours efficace des 
termes simples, se retrouvent : dans la question de l’équili- 
bre des températures ; dans la théorie du potentiel ou de 
l'attraction des sphéroïdes-, dans la théorie mathématique 
de l’élasticité lors des vibrations, et aussi, lors de l'équili- 
bre intérieur d’un corps solide, comme le constate, enfin, le 
cas actuel des enveloppes sphériques. Ce n’est donc plus, 
là, une simple analogie, c’est une véritable loi, qui embrasse 
toutes les branches de la physique mathématique. 
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DIX-NEUVIÈME LEÇON. 

ENVELOPPE SPHÉRIQUE. —VÉRinCATION. 

Fin du problème do roquilibro d’clasticite de» enveluppes sphérique». 

Relations necessaire». ~ Constantes indelerniinéi>». — Introduction dos 
forces extorieuros. — Cas d'une sphère pleine. — Cas d’une cavité sphé- 
rique. 


§ CLXX\. 

}'(JLATIONS DE CONDITIO.N. 

La soluiion générale, exposée dans la leçon piéeédcnte, 
rencontre, dès les premiers pas de son application, une 
sorte de point d’anèt, une objection, qui fait douter d’a- 
bord de sa réalité, mais (pii, étant soigneusement analysée, 
conduit, au contraire, à Tune- des meilleures vérifications 
que le géomètre puisse désirer. 

Dans toutes les .séries qui expriment, soit les fonctions 
{U, V, VV), soit les composantes des forces élastiques, 
on peut ne considérer que les seuls termes qui dépendent 
d’une même fonction P, ou d’un même couple des entiers 
(/, n). A ces termes, qui contiennent douze constantes 
[A^''*, R*-'*, D'''^], correspondent douze coefficients 

(K.= DC,-,...), que l’on déduit des expressions générales, 
(20) § CLXXV, (28) et (29) § Cl.XXVII, en y substituant 
le couple choisi (/, n). Avec ces coeflicients, et la valeur 
actuelle de n, le tableau (y) § CLXXI, dans lequel on fait 
successivement ;-=/o, r=r,, procure le moyen de déter- 
miner les douze couslantes, par deux groupes de quatre 
équations du premier degré, et deux autres de deux éqna- 

22. 
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tions seulement, (|ui donneiu 

(A”. A, B", B) ,n (K., K,, I.., L,), 

\ (C , C, D , D) en {îH,, OCi, 41*» •(L')? 

I {A', B') en (I,'., L'), 

(C', D') en 4 ^'.). 

Si, dans ces groupes, le nombre des constantes à évaluer est 
toujours égal au nombre des équations, il n’y aura, ni in- 
détermination pour les inconnues, ni relations nécessaires 
entre les données. C’est ce qui arrivera tant que l’entier n 
ne sera pas l’unité; mais, pour celte valeur particulière, 
il y a exception. 

En eiret, on voit, h l’inspection du tableau {y) § CLXXf, 
que tous les premiers termes des (kjuations à former ont 
pour facteur {n — i). Ces termes disparaissent donc quand 
n = I. Alors les constantes (A", C", A', C') restent indéter- 
minées, et les coefficiejits corre.spoudanls (K,, 3f, qui 
composent les seconds membres des douze équations, doi- 
vent vérifier certaines relations. 11 importe de ebereber ce 
qu’expriment ces relations nécessaires, ou ces conditions 
imposées aux données de la question, c’est-à-dire aux efforts 
appliqués sur les parois de l’enveloppe sphérique. 

Le tableau ( 7 ) § CLXXI, aidé des valeurs générales ( 6 ) 
qui le précèdent, donne pour le système des douze équa- 
tions, correspondant au cas de n z= 1 , le groupe suivant 


( 2 ) 


b 12 „„ 6c — h K, 

ë-r.A-t- -ïB"h _B = — , 

O a r, ar, jx 

h 6 „„ n • — e L, 

r, A J B H ; - B = — , 

10a r, ar, jx 

5 a r, ar, jx 

b 6 fl — ^ i' 

/.c--d"h D=i^, 

I O fl r, ar, ^ 


3(iD'= r,‘ 4^',, 
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qu’il faut écrire deux fois, l’une avec l’iiidice i = o, l’autre 
avec l’indice / = i. Si l’on ajoute à la jireinièrc des équa- 
tions (a) le double de la seconde, à la troisième le double 
de la quatrième, on a, en remarquant (|ue les sommes de 
la première ligne (6) § CLXXI donnent 4e — h = a, 

J 3pB = r,’(K, 4-aL.), 

' ' I 3pD=rî0r.H-2O)- 

Dans ces équations (3), ainsi (jue dans les deux dernières 
du groupe (a), les premiers membres ne changent pas 
quand on fait i= o, puis i— i, et les seconds membres 
doivent partager la même propriété. Ce (|ui donne 

r;(K, -h aL,) — rJ(K. +- aL.J = o, 
rj(3f,-+- a.(;^,) = o, 
r:i;,-r;L’. = o, 

pour les relations qui doivent exister entre les coefficients 

§ CLXXXI. 

COEFFiaENTS CORRESPONDANTS. 

Or, quand n est l’unité, l’entier / peut être l’unité, ou 
zéro. Le groupe (4) doit donc être vérifié, séparément, 
par les valeurs des coefficients (K,, qui appartien- 

nent au couple (/ = i, n = i), et par celles qui appartien- 
nent au couple (/ = o, /i=i). Il faut d’abord chercher 
quelles sont ces valeurs. 

Au couple (/= I, rt = i) correspond la fonction P=c, 
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d’aprcs l’exjM'c.ssion générale (21 ) ^ CF^XV, on a don<' 


rfP 


( 5 ) 


|/=i, n = i, P = c, c^ = — a, 


I W, = ÏT, ct|’ = J C^tioL = 


Désignons, pour simplifier, cosili et sinij' par e' cl s', et, 
pour plus (le symétrie, sin ç> par s au lieu de a. En outre, 
remarquant que ou cr/tpel^, est l’élément de sur- 

face de la splière dont le rayon est l'unité, remplaçons, 
par (T, rct élément précédé du double signe de l’intégration 
totale, en posant 

(6) Ho. { ) = <!( ); 


c’est-à-dire indiquons, par a, une sommation faite sur 
toute la surface de la splière de rayon i . A l’aide de ces 
rotiventions, on peut écrire ainsi 

3 , 3 

^ (Tfrr' Jt,, ) , L, = g- <7 {— sc' OU, — s' F,); 

3 3 

^ (r(c.f' 3 î,.), 4^i= j.t'oa, -t- e'6,}; 

3 

L' = JJ— ii(— .tc'c,+ .t'oa,), 

O TT 

^ T (— 

les résultats (ju'on obtient, en substiuiatit les valeurs ( 5 ) , 
dans les formules générales (20) § CLXXV, (28) Cl (29) 
^ CLXXVII. 

Au couple (/=o, n=i) correspond la fonelion 
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P = « = i , d’après l’expression cilée ; on a donc 



et, h l’aide des eonventions précédentes, on peut écrire 
ainsi 



1 K, = 7 — 
i 4^^ 

;k, = 0 , 

(9) 

( L, = A^(c,oa,). 




^'. = 0 . 


les résultats que l’on obtient, en substituant les valeurs (8) 
dans les formules particulières (3i) §CLXX\III. 


§ CLXXXTI. 

SIX RELATIONS SONT NÉCESSAIRES. 

Partant de l’identité établie (6), posons encore 

'■•’= S,’ 

c’est-à-dire indi(|uon$, par ^ > une sommation faite sur 

toute la surface de la sphère de rayon D’après cela, si 
l’on substitue successivement les deux groupes (y) et (g), 
dans les deux premières relations (4) on aura, en suppri- 
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mant le facteur commun 

4jt 


^ (Ot, «rc' — iJIt.JC- - C./) 

— g (X.cc' — OTl.ie'— G.j') = o, 

Q — 3 R.,«'-(- e,c') 

('*) ' 

I — (3t>,c*' — 3R/.IX' 4- îïtc') z= O, 

§ (3C,,j-+-3Tl-,c) 

I *” ( 3?r>f s 4” OÎU* c ) — O J “ 

car la seconde (4) est identique pour le groupe (9). 

Ensuite, si l'on substitue successivement les mêmes 
groupes, dans les deux dernières relations (4), il vient 

§ (— 4- OTt, r, j') 
l — (— 3IL,r,/) = O, 

(12) \ ^ (““ ^1 r , SS — 3 R.*i 

I — ^ 5,r,ss' — 3li,r^') = O, 

1 § (E.r.c)— § (F.r.c) = o; 

car la quatrième (4) est identique pour le groupe (9) , 
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S CLXXXIII. 

LEUR INTERPRÉTATION. 

Ainsi les conditions imposées aux données de la question, 
ou aux efîorts appliqués sur les deux parois de l’enveloppe 
sphérique, consistent, totalement, dans la vérification né- 
cessaire des six équations (11) et (12). Que signifient ces 
équations? La figure ci -jointe répond complètement à cette 
question. Le point O est le centre du système sphérique. 



OZ l’axe polaire, OX et OY sont les rayons de l’équateur 
pour les longitudes o et ^ ; M est un point quelconque de 

l’espace, MJt le prolongement du rayon oAl, MOTL la 
tangente au méridien, MG la tangente au petit cercle paral- 
lèle à l’équateur; et ces trois axes, en M, forment avec les 
premiers, en O, des angles dont les cosinus sont indiqué» 
par le tableau 
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?.4^) 



Maintenant, si l’on se rappelle que (OC',, 311.,, G,) et 
( — OC'o, — 3H„, — Go), représentent les composantes des 
efTorts, exercés sur les parois, extérieure et intérieure, de 
l’enveloppe sphérique, et rapportés à l'unité de surface ; com- 
posantes qui sont respectivement dirigées suivant les lignes 
de même définition que celles en M de la figure précédente; 
à l'inspection seule du tableau (i3), on reconnaît, dans les 
premiers membres des trois relations (n), les sommes des 
projections, sur les trois axes en O, de toutes les forces 
appliquées sur les parois; puis on devine, et l’on vérifie, 
que les premiers membres des trois relations (ta), sont les 
sommes des moments des memes forces, par rapport aux 
mêmes axes. 

En effet, la théorie des moments, si bien exposée dans le 
nouvel enseignement de la mécani(|ue, donne, pour les 
moments des trois composantes (-lï., .'tn., G) par rapport au 
centre O ; i" pour ,.X' zéro ; -i" pour 3R, 01t.r porté sur son 
axe représentatif () 31t.,., qui est parallèle à MG et dirigé en 
sens contraire; 3“ pour G, Gr porté sur son axe représen- 
tatif ÜG,, qui est parallèle à et dirigé dans le même 

sens. Alors le tableau (i3) (à l’aide de sa dernière ligne), 
donne immi'dialemcnt les somtnes des projections de ces 
moments, ainsi représentés, sur les axes en O, ou les mo- 
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tncnls de la résuliaiile par rapport à (.'es axes. Et l’interpré- 
talion des secondes relations (12) devient aussi facile que 
celle des premières (11). 

I.cs sommes cjui composent les premiers membres des 
six équations (i 1) et (12) sont donc toutes reconnues. Et, 
puisqu’il faut que toutes ces sommes soient milles, on en 
conclut que les forces données doivent être telles, qu’ elles 
se lassent é((uilibre, sur l'enveloppe sphérique considérée 
comme un solide invariable. Les groupes ( 4 ), ou (11) 
et (12), n’expriment pas autre chose. 

Cette nécessité résultait d’ailleurs des équations mêmes 
de l'élasticité, qui, étant déduites de l’équilibre d’un paral- 
lélipijiêdc et d’un tétraèdre élémentaires, considérés comme 
étant invariables, expriment conséquemment le môme 
équilibre pour un corps de dimensions finies, formé par la 
réunion de pareils éléments. Les conditions indiquées exis- 
taient donc réellement dans la question posée. On les avait 
oubliées au départ, et la solution trouvée donne un témoi- 
gnage irrécusable de sa réalité, en réparant elle-même cetic 
omission. 


§ CLXXXIV. 

SIX CO.NSTANTKS INDÉTERMINÉES. 

Mais, il faut encore expliquer l’indétermination des 
constantes (A", C", A', C'), qui correspondent aux deux 
couples (/ = !, « = i) et (/ = o, « = i). Si elles dispa- 
raissent dans les développements des forces élastiques 
(Jt, OTc, ÎT), il n'en est pas de même dans ceux des dépla- 
cements (U, V, W ), car au tableau ( 2 ) § CLXX, qui donne 
les eoefficients généraux de ces derniers développements, 
les constantes (A", C", A', C') ne sont plus accompagnées 
du facteur (ti — 1). Ainsi, les (U, \ , 3 V ) contiennent des 
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termes dont les constantes restent indéterminées, et qui 
subsisteront, lors même que les parois de l’enveloppe sphé- 
rique ne seront soumises à aucun eflort, et que, conséquem- 
ment, tous les autres termes, toutes les autres constantes, 
disparaîtront. Supposons donc que les expressions des 
(U, V, W) soient réduites à ces seuls termes, si complète- 
ment indépendants des forces données, et cherchons leur 
signification. 

A l’aide des valeurs (5) et (8) de la fonction P et de sa 
dérivée, appartenant aux deux couples (/, n) conservés, les 
formules générales (i) et (a) du § CLXX, donnent pour 
ces expressions réduites 

A' J -H A' cc' -4- C, cj', 

A' c — A' sc' — C’ ss' H — \\rs' C', ne', 

2 2 

- A', cr — A" j' c! c' — - a', rsc’ — - C. rss' . 
a ' 2 ‘ 2 

Les indices i cto donnés aux constantes indiquent qu’elles 
correspondent respectivement aux deux couples (/=i,«=i) 
et (/ = O, n = i). Quatre constantes ont l’indice i, mais 
deux seulement ont l’indice zéro; les (C”, C',) n’existant 
pas, car dans les séries (i) § CLXX, les termes, où l 
est zéro, n'ont pas de coellicients aux lettres majuscules 

(g,5,50- 

Puisque les six constantes des expressions (i4 ) sont indé- 
terminées, on peut considérer chacune d’elles isolément, 
comme si les cinq autres étaient nulles. Alors, la figure 
(p. 345 ), et le tableau (i3), conduisent facilement à leur 
interprétation. Les (U, V, W) étant respectivement les 
projections du déplacement très-petit de M , sur les axes 
(MX, MJH, MP), les constantes (A*, C,, A"^ ) expriment 
respectivement de simples translations parallèles aux axes 
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fox, OY, OZ), cl les coiisiantes (A',, C', , A',) de simples 
rotations autour des mémos axes ; et ces six mouvements 
partiels peuvent se composer eu un seul mouvement héli- 
çoïdal, qu’expriment les six constantes réunies. 

Or, il est évident qu’un pareil mouvement élémentaire 
de l’enveloppe sphérique, tel que ses points matériels con- 
servent leurs positions relatives, ne peut faire naître aucune 
force intérieure, ni troubler l’équilibre d’élasticité, qui 
s’établit sous l’action des cfl'orts appliqués sur les parois. 
Telle est la véritable cause de l’indétermination des six 
constantes du groupe (i4)i quand on n’introduit pas d’au- 
tres données que les équations à la surface. Les valeurs de * 
ces constantes pourront se déduire de conditions toutes dif- 
férentes, telles, par exemple, que la fixité de certains 
points du solide. 


§ CLXXXV. 

INTRODUCTION DES FORCES EXTÉRIEURES. 


Il s’agit maintenant de reconnaître l’influence des forces 
extérieures, dont les composantes sont (Ro, fl’oî * 1 ^ 0 ). sue 
l’équilibre d’élasticité de l’enveloppe sphérique, et d’indi- 
quer les modifications que l’introduction de ces forces 
apportedans la solution générale. Il faut remonter jusqu’aux 
équations aux dilférences partielles, qui sont, dans le cas 
de l’équilibre, et en mettant a au lieu de (X -f- ap) : 


(.5) 



a ri 6 /rl^lh rl,i.\ 

c f/il; ^ 1 rlr flff j 


-h r*cR, S z= O, 


rePtS =z O y 

+ r'i',3 = o. 
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les folulioiis (0, «!>, r) s’cxpi imanl on (U, V, \V ) pai 

les relations suivantes ; 

rr’U i <lc\ I tIW 

1 1 — » 

ilr rc <1 If rc a-f 

— ' 

rc \ i}i <lf / ’ 

_ I f/U 

(Ir c rf'{( 

,V/U dr\ \ 

~l'lr )■ 

La (lélerinination des valeurs (U„, V», W„) strieteinent 
essenliollcs pour faire disparaiire, lors de la vérilieation, 
les termes en (Ro, ‘l’o, '^'o) équations (i5), existe que 
l’on connaisse ees termes eux-mémes. Lorsqu’ils sont don- 
nés en {»', ij), i{i), on cherche d’abord la forme que doivent 
avoir les (Uo, V„, W») pour attcindic le but qui leur est 
assigné, puis on emploie la inétbfMle des eoefüeients indé- 
terminés. C’est ainsi que l'on a résolu les cas suivants ; 

Premier cas. — La force extérieure a une direction et 
une intensité constante, telle que la pesanteur. — Dirigeant 
l’axe polaire du système des cordonnées sphériques paral- 
lèlement à la direction de cette force extérieure, et en sens 
inverse, on a 

(iç) H, = — Jf-f, 4>. = — f,'c, 'l',= n; 

puis, posant, pour simplifier. 



on trouve les expressions strictement essentielles 
(ig) llj=r/r’s, V. = — SXr'c, W,= o; 
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lesquelles, étaiil substituées dans le groupe (i6), donnent 

gS gS 

6 = /.J ^ X = O , 11!) = O , r = — r“ c’, 

valeurs (|ui annulent les premiers membres des équa- 
tions (i 5 ) écrits avec les (17). 

Second cas. — La l’orcc extérieure est une attraction, 
dirigée vers le centre du système sphérique, et proportion- 
nelle à la distance à ce centre. — Si l'on représente par g 
l’intensité de la force (toujours rapportée à l'unité de 
masse), pour la distance r,, on a 


{20) R, = — — , <S', = o, T, = o, 

^ I 


et l’on trouve les expressions strictement essentielles 
(2.) 

lesquelles, étant substituées dans le groupe (i6), donnent 


S à r* 

11, = -^: , V. = o, W. = 0 , 

lOrt r, 


sü /■’ 

6 = 2 , .1, = O , (li) = O , r = O ; 

2 a r. 


valeurs qui vérifient les équations (t 5 ), écrites avec les ( 20). 

Troisième cas. — L’enveloppe sphérique tournant au- 
tour de l’axe polaire, avec une vitesse angulaire constante w, 
on considère l’équilibre relatif qui résulte de rintroduction 
de la force centrifuge. — On a 


(22) R,= w’/v;% '!>,=: — w’rcr, T, = 0, 

et, posant, pour siuiplifier 


( 23 ) 




= A , 

1 fl 
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on trouve les expressions slricieinent essentielles 


(24) U, = V, = W,= o, 

lesquelles, étant substituées dans le groupe ( 16 ), donnent 


) = — r’ c’, ei, = O , !)',> = O , r =: O ; 

2a 


valeurs qui vérifient les équations (i5), écrites avec 
les (aa). 


$ CLXXXVI. 
NOUVEAUX COEFFiaENTS. 


Lorsque les fonctions (L'o, ' p, Wo), qui correspondent à 
des valeurs données des (Ro, *bo, Ÿo), sont déterminées, il 
faut les joindre au groupe (i) § CLXX. On doit substituer 
ensuite les (U, V, W ), complétés par cette addition, dans 
les expressions, (3) § CLXXI, des composantes (X, OU-, G) 
de la force élastique qui s’exerce sur tout élément-plan 
perpendiculaire au rayon ; de telle sorte que, si l’on pose. 


(a5) 


/ ,W.\ 

I ' r ) _ 


ces valeurs, qui seront complètement connues en (r, ç, if), 
viendront s’ajouter aux séries, à coefficients indéterminés, 
du groupe (5), §CLXXI. Alors, quand on écrira les t^na- 


Digitized by Google 


SUR UES COORDONWÉES CIRVILIGKES, ETC. 353 

lions à la surface (8) § CLXXII, il siiflira d’y substituer 
aux (3t., 3îl,, C,) les différences 

(26) 

dans lesquelles les C,'*’] représentent ce que 

deviennent les fonctions connues (aS) lorsqu’on y fait 
r = r,-. Et la même substitution faite dans les expres- 
sions (ao) § CLXXV, (28) et (ag) § CLXXVII, donnera 
les valeurs déCnitivcs des coefficients. 

Si les (X, , 3IL, , 5,) sont nuis, les coefficients (K,, OC,,...) 
ne s’annuleront pas tous pour cela, car les seconds termes 
des différences (a6) subsisteront encore sous les intégrales 
définies qui les composent. Aux coefficients existants cor- 
respondront des constantes [A‘/>, <jue l'on 

déterminera; et à l’aide de ces constantes les expressions 
complètes des (U, V, W), donneront les véritables projec- 
tions des déplacements moléculaires de l’enveloppe sphé- 
rique, dus à la seule introduction de la force extérieure ; 
projections qui pourront différer beaucoup des (Uo, V,, W„) 
primitifs. 

Si, les (3t>,, 31V,, C,) n’étant pas nuis, on fait la substitu- 
tion (a6) dans les équations de condition (11) et (ta), ces 
équations, convenablement transformées, expriment alors 
que les efforts appliqués sur les parois doivent faire équi- 
libre à la résultante des forces extérieures sollicitant la 
masse, par exemple au poids de l’enveloppe, dans les 
deux premiers cas du § CLXXXV. Lors du troisième cas, 
la résultante des forces centrifuges étant nulle , les efforts 
sur les parois doivent s’équilibrer entre eux. 
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§ CLXXXVII. 

C.ARACTÈRE DE U SA)LUTION GÉNÉRALE. 

La solution du problème de l’équilibre d'élasticité d’une 
enveloppe spliéri([ue étant complétée, dans toutes ses par- 
ties essentielles, terminons par quelques réflexions, sur le 
caractère et la généralité de cette solution. 

Des trois composantes DR^, F) de la force élastique 
exercée sur un élément-plan perpendiculaire au rayon, Æ 
est la composante normale, (OR-, P) sont les composantes 
tangentielles. On voit, d’après cela, que les roeflficients 
(R„ oc,), (20) § CLXXV, dépendent uniquement des com- 
posantes normales des ellorts appliqués sur les parois, et que 
ceux (L,, L, , À!!,) ne dépendent que des composantes 
tangentielles. 11 résulte, alors, des relations indiquées par le 
tableau ( 1 ), que les constantes accentuées (') ne dépendent 
que des composantes tangentielles des ciVorts exercés, mais 
que toutes les autres dépendent à la fois, des composantes 
normales, et des composantes tangentielles. 

C’est ainsi que la moindre modification apportée, dans 
la direction ou l’intensité de la force appliquée en un point 
des parois, se transmettra, parles coefficients aux constan- 
tes, cl par les constantes à un terme quclcomiue des séries, 
qui expriment les déplacements relatifs de tous les points 
de l’envclopiie .sphérique. Cette solidarité, qui définit si 
bien le phénomène de l’élasticité, forme aussi le caractère 
principal de la solution trouvée, et explique même sa forme 
nécessaire. 

§ CLXXXVlll. 

CAS D'UNE SPHÈRE PLEINE. 

Quand la paroi intérieure n’cxisle pas, ou ijuand il s’a- 
git de l’équilibre d’élasticité d’une sphère solide, dotit La 
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surface, de rayon r,, est soumise à des efTorts, dUTéram 
d’un point à un autre de cette surface, la solution géné- 
rale se simplifie par la dispantion nécessaire de tous les 
termes contenant des puissances négatives du rayon r: car 
la valeur r = o appartient alors à l’un des points du so- 
lide, et doit donner des valeurs finies, pour les forces élas- 
tiques qui correspondent k ce point. 

Les termes des trois séries S </>, introduites dans les in- 
tégrales, ne doivent donc plus contenir, chacun, que les 
constantes Les équations à la surface se ré- 

duisent à trois, l’indice i étant exclusivement l’unité. Les 
expressions générales des coefficients restent les mêmes, 
mais, pour chaque couple des entiers (/, ;i), il n’y a plus 
que les six coefficients dont l’indice est i, et les six con- 
stantes correspondantes sont déterminées, par deux grou- 
pes de deux équations, et par deux équations à une seule 
inconnue, lesquelles donnent 


(*:) 


(A", A) en (K,, L,), 
{C",'C) en (DC,, j^,), 
A' en L', , • 

C' en C . 


Les équations de condition (ii) et (la) sont réduites aux 

sommations < et expriment que les efforts exercés sur 

la surface de la sphère doivent, ou s’équilibrer entre eux, 
ou faire équilibre à la résultante des forces extérieures sol- 
licitant la masse, suivant que ces dernières forces sont, ou 
supprimées, ou introduites. 
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§ CLXXXIX. 

(US D'UNE CAVITÉ SPHÉRIQUE. 

Quand la paroi extérieure n'existe pas, ou quand il s’a- 
git de l'équilibre intérieur d’un milieu indéflni, d’élasticité 
constante, entourant une cavité .spliérii|ue , dont la paroi, 
de rayon r», est soumise à des ell’oiTs, qui difl’èrent d’un 
point à un autre de cette paroi ; la solution générale se 
simplifie par la disparition nécessaire de tous les termes 
contenant des puissances positives du rayon r : car la va- 
leur r = 00 , appartient alors à des points du milieu, et ne 
doit pas donner des valeurs infinies, pour les forces clas- 
tiijues qui correspondent à ces points. 

Les termes des trois séries introduites dans les inté- 
grales, ne doivent donc plus contenir, chacun, que les con- 
stantes [1V'(’, D't’]. Les équations à la surface se réduisent 
à trois, l’indice / étant exclusivement zéro. Les expressions 
générales des coefficients restent toujours les mômes, mais, 
pour chaque couple des entiers (/, «), il n’y a plus que les 
six coefficients dont l’indice est zéro, et les six constantes 
correspondantes sont déterminées, par deux groupes de 
deux équations, et par deux équations à une seule inconnue, 
lesquelles donnent 

(B", B) en (K., L.), 

(D", D,) en (3(., J^.), 

B' en I.', , 

D' en U',- 

Les efforts exercés sur la paroi de la cavité sphérique n’ont 
pas de relations nécessaires-, car les é(}uations de condi- 
tion (il) et (la) se rapportent au groupe de constantes 
qui a dû disparaître, et le grouiM- restant n’indique aucune 
indétermination. 
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On remarquera, en rapprochant la solution générale des 
deux solutions particulières qui précèdent, que, si les efforts 
31L,, F,) exercés sur la surface de la sphère pleine, de 
rayon r,, et ceux ( — — Eo) exercés sur la 
paroi de la cavité sphérique, de rayon r„, sont les mêmes 
que ceux respectivement exercés sur les parois, intérieure 
et extérieure, de rayons r, et /’,, de l’enveloppe sphérique; 
les deux groupes des coeflicients (K,, Df,,...), qu’ils soient 
séparés ou réunis, conserveront exactement les mêmes va- 
leurs numériepes. 

Mais, il ne s’ensuit pas que les séries qui expriment les 
forces élastiques et les déplacements du cas général, soient 
les sommes des séries correspondantes des deux cas parti- 
culiers : car, pour chaque couple des entiers (/, n), les 
douze constantes, réunies dans le tableau (i), seront très- 
différentes de celles données, séparément, par les tableaux 
( ay) et (a8) ; quoiqu’elles soient toutes déterminées à l’aide 
des mêmes coefficients (K,, SK/,...). 


Pour compléter l’examen de la solution générale, il fau- 
drait étudier successivement les termes les plus influents, 
ou ceux qui correspondent aux moindres valeurs des entiers 
(/, m), et faire ressortir les propriétés caractéristiques, et 
distinctes, de ces différents termes, desquels chacun pour- 
rait exister seul, si les fonctions introduites ou les efforts 
extérieurs se prêtaient à cet isolement. On devrait, aussi, 
considérer particulièrement le cas des enveloppes sphéri- 
ques minces, ou dont l'épaisseur (r, — r„) est une très- 
petite fraction du rayon r,, ce ijui permettrait de simplifier 
considérablement les séries finales. Enfin on pourrait citer 
un grand nombre d'applications sj éciales et importantes. 
Mais nous passerons tout cela sous silence. Une digression 
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trop étendue, sur une question particulière de la théorie 
mathématique de l’élasticité, pourrait donner quelque appa- 
rence de raison, à ceux qui ne veulent voir, dans la grande 
généralité de cette théorie, qu'une complication inextrica- 
ble, et qui préfèrent et prônent des procédés hybrides, mi- 
analytiques et mi-empiriques, ne servant qu’à masquer les 
abords de la véritable science. 
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VINGTIÈME LEÇON. 

« 

PRI^CIPES DE LA THÉORIE DE LTXASnCITÉ. 


Certitude do la ihéorie mathématique de reliislicilè. — Doutes rclatirs à 
l'ancien principe. — Équations certaines. — Nouveau principe de l'ela»- 
ticité constante. — Lemmcs fondamentaux. — Conclusions. 


§ cxc. 

REVUE DE SES ÉQUATIONS. 

L’ objet principal de cette dernière leçon est de don- 
ner les développements réclamés par les astérisques des 
pages a 63 et 264, de discuter les principes qui ont servi de 
base à la théorie mathématique de l'élasticité, et ceux qu'il 
convient d’adopter aujourd'hui, pour bannir toute incerti- 
tude sur les conséquences de cette théorie. H s’agit, au fond, 
de constaterque toutes les équations de la feuille C, peuvent 
être établies sans faire aucune hypothèse sur la nature et les 
lois des actions moléculaires. C’est ce qui a lieu, évidem- 
ment, pour les quatre premiers tableaux, où les relations 
des (N,-, T,), et leurs variations nécessaires, sont unique- 
ment déduites des théorèmes généraux de la mécanique ra- 
tionnelle. Il en est encore de même des valeurs (N,, T,) du 
tableau V, prises avec tous leurs coefficients indépendants; 
car, en ne considérant que des déplacements (u, r, iv) très- 
petits, on établit facilement que tels sont les premiers ter- 
mes des fonctions (N,, T,) dévelop|>écs, ceux qui doivent 
être les plus sensibles. 
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§ CXCI. 

EXAMEN DE L’ANCIEN PRINCIPE. 

Il reste donc à examiner, par rapport aux deux derniers 
tableaux de la feuille C, si la débiiition particulière de 
l’élasticité constante, et surtout l’énorme réduction qui en 
résulte de tous les coefficients à deux seulement, sont bien 
exemptes de toute h jpotbèse, ou si elles ne présupposent pas 
une loi, pour les actions mutuelles de molécules voisines et 
inégalement déplacées. Sous ce point de vue, les deux 
lemmes dont je me suis servi, dans les Leçons sur l'Élasti- 
cité, pour en conclure la définition dont il s’agit, n’y sont 
pas présentés d’une manière complètement satisfaisante. 
Leur démonstration a besoin d’ètre reprise, pour en eflfacer 
tout vestige des anciennes idées. Mais avant d’entreprendre 
cette rectification, il importe de passer en revue les diverses 
parties du principe énoncé page a63, et sur lequel on s’ap- 
puie, pour réduire les trente-six coefficients des (N,-, T.) 
du tableau V, à quinze seulement. 

§ CXCll. 

DOUTE RELATIF AUX MOLÉCULES. 

D’abord, qu’est-ce : une molécule P L’analyse mathéma- 
tique ne peut aborder le phénomène de l’élasticité d’un 
corps .solide homogène, chimiquement simple ou composé, 
qu’en considérant ce corps comme formé de particules simi- 
laires, jouissant toutes des mêmes propriétés, et conservant 
la nature propre du solide lui-même. De là résulte la né- 
cessité d’admettre que chacune de ces dernières particules 
occupe seule un volume déterminé, nécessairement polyé- 
drique, dilatable et compressible entre certaines limites, 
<pii ne saurait être divi.sé sans dénaturer le milieu, et dans 
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lequel peuvent exister des mouvements très-variés. Si c’est 
là ce qu’on entend par une molécule^ il faut bien se garder 
de l'assimiler à cet être métaphysique, qu’on appelle point 
matériel, et qu’on dépouille de toute dimension géométri- 
que, pour n’avoir pas à considérer les effets et les causes de 
scs mouvements internes. 

§ CXCIII. 

DOUTE SUR LES ACTIONS MUTUELLES. 

Que veut dire cette expression, action mutuelle de deux 
molécules? Pour répondre d’une manière précise à cette 
question, il faut remonter jusqu’aux principes mêmes de 
la dynamique. D’après l'un d’eux, il n’y a pas de cause 
étrangère, pas de force à chercher, lorsque le mouvement 
d’un point est rectiligne et uniforme. Oui, s’il s’agit d’un 
point matériel. Mais, si ce point est le centre de gravité 
d’une molécule isolée, il faut, en outre, d’après le théorème 
fondamental de M. Poinsot, que la molécule tourne autour 
de ce centre, de telle sorte que l’ellipsoïde central roule 
sur un même plan tangent. Si la rotation ne satisfait pas 
à cette condition essentielle, il existe une cause étrangère 
qui modifie ce mouvement. De là résulte que deux molé- 
cules doivent agir l’une sur l’autre de deux manières : en 
modifiant la translation de leurs centres de gravité, en alté- 
rant la rotation autour de ces centres. 

§ CXCIV. 

DOLTE SUR LA FONCTION-FACTEUR. 

Si telle est, en réalité, l’action mutuelle de deux molé- 
cules, on arrive à celte conséquence, que, dans une même 
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direction, pour une même distance, pour un même écarte- 
ment, le travail ou la puissance vive de l’action totale peut 
se partager très-diversement entre les deux actions par- 
tielles : dans tel concours de circonstances ambiantes, se 
porter en totalité sur la translation, dans tel autre, sur la 
rotation. C’est-à-dire que la fonction-facteur introduite, 
peut changer indépendamment des variables qu’on lui 
donne. 


§ cxcv. 

DOUTE SUR LA DIRECTION DES FORCES. 

D’un autre côté, l’éther confiné dans les volumes parti- 
culaires doit influer sur l’élasticité : on n’en saurait dou- 
ter, quand on se rappelle l’intensité des phénomènes physi- 
ques qu’il peut occasionner. Or, le calcul, en supprimant 
cet agent, ne fait pas autre chose que substituer, à toutes 
les actions de l’éther d'une particule, une seule action éma- 
nant de son centre de gravité. Alors, est-il bien certain 
que cette force unique doive avoir la direction qu’on lui 
assigne, pour remplir fidèlement son rôle de résultante, 
entre particules aussi rapprochées qu’elles le sont dans un 
milieu solide, et surtout dans ce qu’on appelle la sphère 
d’activité des actions moléculaires? 

Enfin, quand on attribue à la fonction-facteur, la pro- 
priété d’avoir la même valeur pour deux directions oppo- 
sées l'une à l’autre, on admet exclusivement une distribu- 
tion particulaire, qui ne s’accorde pas avec jilusieurs faits, 
tels que, la cristallisation télraédriijue, l’éleclrisation par 
la chaleur de certains cristaux, etc. 
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§ CXCVI. 

SEULES ÉQUATIONS CERTAINES. 

On le voit, chaque partie du principe dont il s’agit, cha- 
que mot de son énoncé, donne lieu à un doute, déguise une 
hypothèse, ou présuppose une loi. La théorie mathéma- 
tique de l’élasticité ne peut donc faire usage de ce principe, 
sans cesser d’ôlre rigoureuse et certaine. Pour être sûr de 
rester d’accord avec les faits, elle doit se restreindre : i" aux 
équations générales déduites, avec Navier, des théorèmes 
fondamentaux de la mécanique rationnelle; a” aux rela- 
tions qui existent entre les forces élastiques autour d’un 
point, si bien definies par la loi de réciprocité, ou par 
l’ellipsoïde d’élasticité, et qui résultent de l’équilibre du 
tétraèdre élémentaire, imaginé par Cauchy ; 3“ aux (N,, T,) 
exprimés linéairement par les dérivées premières des dé- 
placements, avec leurs coefficients indépendants, sous la 
forme essentielle établie par Poisson . 

Ainsi les belles recherches ultérieures de ces géomètres, 
partant de lois préconçues, sortent du champ des applica- 
tiens actuelles. Mais, elh» ont admirablement préparé, et 
rendront faciles les applications futures, lorsque de nou- 
veaux faits, et leur étude approfondie, auront conduit aux 
lois réelles des actions moléculaires. 

§ CXCVII. 

PRINCIPE DE L’ÉLASTICITÉ CONSTANTE. 

Hevenons maintenant au cas particulier de l'élasticité 
constante, ou aux deux Icmmes qui servent de base à sa 
définition. On considère un milieu solide, d’une homogé- 
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néité, et d’une élasticité, telles : i° que par le centre de 
gravité O de chaque molécule, on puisse mener trois plans 
rectangulaires (partout de mêmes directions), divisant le 
milieu en parties symétriques; c’est-à-dire qu’à chaque 
molécule pondérable, existant dans l’un des huit angles 
trièdres formés, correspondent sept molécules symétrique- 
ment placées dans les autres ; a” qu’un élément de volume w, 
dont O fait partie, éprouvant une première action élastique, 
de la part de toutes les molécules contenues dans un pre- 
mier angle trièdre A, et dont les déplacements relatifs sui- 
vent une loi donnée, si, dans un second angle trièdre A', 
les déplacements sont symétriquement les mêmes, la se- 
conde action élastique exercée par A' sur w aura la même 
intensité que celle exercée par A, et une direction symé- 
trique de la première. 

On admet, de plus, que si les déplacements relatifs dans 
A' sont symétriqtiement les mêmes que dans A, mais de 
‘ sens o]>posés, l’action de A' sur o), aura encore la même 
intensité que celle de A, et une direction symétrique, mais 
de sens contraire. Tel est le seul principe qui soit néces- 
saire. On peut d’ailleurs le regarder comme évident, en 
s’appuyant sur le mode d'approximation adopté : car, en 
limitant les développements des forces élastiques aux pre- 
mières puissances des dérivées premières des déplacements, 
ces forces élastiques changent de signes, en conservant les 
mêmes valeurs absolues, quand les déplacements relatifs 
changent de sens. 


§ CXCVIII. 

LEMMK DE L.\ TRACTION Sl.MPLE. 

Cela posé, adoptons le point O pour origine, et ses trois 
jilatis de symétrie pour ceux des coordonnées rectilignes. Le 
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jiremicr leiume lonsiste en ce <|ue, si la loi des déplacements 
est 

{ i ) n = O, (' = O, (v= ez, 

et indique une simple traction parallèle aux z, la force 
élastique exercée, en un point M de OX, sur un élément- 
plan CI, perpendiculaire aux x, sera normala à cet élément. 
Prenant pour w le cylindre de base ilont les génératrices 
sont dirigées vers O, la force élastique cherchée est la résul- 
tante des actions exercées sur b> par les quatre angles trièdres 
situés à droitede o,. Les déplacements relatifs donnés par la 
loi(i) sont symétriquement les mêmes dans les quatre angles 
trièdres. Alors, les quatre actions partielles auront la môme 
intcusité, et des directions symétriques. Leur résultante 
sera donc dirigée suivant l’axe des x. C’est ce qu'il fallait 
démontrer. 


§ CXCIX. 

LEMME DE LA TORSION SIMPLE. 

Le second lemmc consiste en ce que, si la loi des dépla- 
cements est 

(î>. ) H= — flij, P = az.r, IC = O , 

et indii|ue une simple torsion autour de OZ, la force élas- 
tique exercée, en M, sur n,, sera nulle, cl celle exercée, au 
même point M, sur l’élément-plan tj, perpendiculaire aux 
Z, sera tangenlielle et parallèle aux 7'. Considérant le môme 
élément de volume cylindrique u de hase que dans le 
lerame précédent, la force élastique exercée sur or^ sera 
la résultante des actions exercées sur w par le.s quatre 
angles trièdres sftués à droite de et désignés par le 
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A 

"ÂT A', 

■*-m <-m 

VU d’un point pris sur le prolongement de OM. Or, il résulte 
de la loi (2) que les déplacements relatifs seront symétri- 
quement les mêmes dans les quatre angles trièdres, qu’ils 
auront un même premier sens pour le couple (A, A',), et un 
même second sens pour le couple (A,, A'), mais symétrique- 
ment opposé au premier. Les deux actions de (A, A',) sur w 
donneront une première résultante suivant la bissectrice 

OX, et les deux actions de (A,, A') une seconde résultante 
suivant la même bissectrice, de même intensité que la pre- 
mière, mais de sens opposé. La résultante totale sera donc 
nulle. 

Prenons maintenant pour w le cylindre de base cy, dont 
les génératrices sont dirigées vers les z négatifs, la force 
élastique exercée sur cy, sera la résultante des actions exer- 
cées sur O) par les quatre angles trièdres désignés par le 
nouveau tableau 


i±\ 

A' 

k -Ao 

A 


vu d*un point pris sur la perpendiculaire élevée en M sur 
O,. Les déplacements relatifs dans A' sont respectivement 
les mêmes que ceux dans A, mais symétriquement de sens 
opposés*, on en conclut que la résultante des actions de ces 
deux angles trièdres sera dirigée suivant une bissectrice 
parallèle aux j". On arrive à la même conclusion pour la 
résultante des actions du couple (A©, A'J. Donc la résul- 
tante totale sera la somme de ces deux résultantes partielles, 
et dirigée, comme elles, parallèlement aux j'. 
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§ ce. 

CONCLUSIONS. 

Avec ces nouvelles démonstrations, substituées à celles 
des §§ XVI et XVII des Leçons sur l'Élasticité, rétablisse- 
ment des formules inscrites aux deux derniers tableaux de 
la feuille C, et qui se rapportent à l’élasticité constante, 
est complètement dégagé de toute hypothèse, de toute idée 
préconçue. Et tel est précisément le but que nous nous 
étions proposé. 

Il résulte des leçons précédentes, que, si l'idée des coor- 
données curvilignes est venue de la théorie mathématique 
de l’élasticité, c'est aussi dans cette théorie, que le nouvel 
instrument conduit aux lois les plus complètes, et rencon- 
tre le plus grand nombre d'applications. Comme on l’a vu, 
les équations aux dill'érences partielles de l’élasticité, trans- 
formées à l’aide des divers paramètres du système ortho- 
gonal, se présentent sous la forme qui se prête le mieux aux 
intégrations. En outre, étant exprimées par les courbures 
dessurfaces conjuguées et les variations suivant les arcs d’in- 
tersection , elles donnent elles-mêmes leur interprétation 
géométrique, ou les lois dilléi-entielles du phénomène étu- 
dié. 11 semble, d’après cela, que cette théorie, et cet instru- 
ment, fassent deux parties d'un même tout, et (|ue l’une ne 
puisse plus être considérée sans l'autre; sorte de fusion na- 
turelle, qui justihe l'étendue (|uc nous avons donnée à 
cette dernière partie du (’ours. 


Si quelque personne trouvait étrange et singulier, que l’on 
ait pu fonder un Cours de Mathématiques, sur la seule 
idée des systèmes de coordonnées, nous lui ferions remar- 
quer, que ce sont précisément ces systèmes qui caractérisent 
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les phases ou les étapf>s de la science. Sans rinveiUion des 
coordonnées rectilignes, l’algèbre en serait peut-être encore 
au point où Diophante et ses commentateurs l’ont laissée, et 
nous n’aurions, ni le Calcul infinitésimal, ni la Mécani- 
que analytique. Sans l’introduction des coordonnées sphé- 
riques, la Mécanique céleste était absolument impossible. 
Sans les coordonnées elliptiques, d'illustres géomètres n'au- 
raient pu résoudre plusieurs questions importantes de cette 
théorie, qui restaient en suspens; et le règne de ce troi- 
sième genre de coordonnées spéciales ne fait que commen- 
cer. Mais quand il aura transformé et complété toutes les 
solutions de la Mécanique céleste, il faudra s’occuper sé- 
rieusement de la Physique mathématique, ou de la Mécani- 
que terrestre. Alors viendra nécessairement le règne des 
coordonnées curvilignes quelconques, ([ui i>ourront seules 
aborder les nouvelles questions dans toute leur généralité. 
Oui, cette époque définitive arrivera, mais bien tard : ceux 
qui, les premiers, ont .signalé ces nouveaux instruments, 
n’existeront plus et seront complètement oubliés; à moins 
que quelque géomètre archéologue ne ressuscite leurs noms. 
Eh! qu'importe, d'ailleurs, si la science a marché! 
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